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Este capitulo introduce algunos problemas, actuales
e histdricos, de la mecanica de fluidos de manera bien
ejemplificada y documentada. La redaccion, junto con la
precision en los términos y conceptos, estan muy cuida-
das y la eleccion de graficas e imagenes es oportuna y
acertada.

Como introduccidn se presenta al lector la prediccion
del tiempo atmosféricoy los movimientos del mar como
objetivos de la mente humana. La mecanica de fluidos
se presenta como un campo que atafie a tres estados de
la materia (liquido, gas y plasma) y por esta razén, sus
fines, problemas y proyectos son tan variados como las
situaciones en las que interviene un fluido, que pueden
depender de la temperatura, la gravedad o la presencia
de campos magnéticos. Se destacan también aspectos
histdricos y culturales, extraidos de los trabajos y an-
tecedentes historicos de autores como Arquimedes,
Pascal; Bernouilli, Lagrange, Euler (calculo diferencial,
ecuaciones de los fluidos); Navier y Stokes (viscosidad).

El método interrogativo seguido por los autores propor-
ciona interés a la lectura del capitulo con las cuestiones
elegidas. Gotas: spor qué son las gotas esféricas? Olas:
¢quéson las olas? Medios porosos: ;como cambia la dina-
mica de un fluido en un medio poroso? ;como se produce
la aparicion, o en su contrario ausencia, de singularidades
enlaevolucidn de un fluido? Entodas estas cuestiones se
muestray ejemplifica la utilidad de las matematicas para
entender los fendmenos planteados.

El texto se ubica entre el analisis matematico, las simu-
laciones numéricas v la fisica de los medios continuos.
Su lectura se puede seguir desde un cierto nivel de co-
nocimiento matematico, sobre todo en su primera parte.

Objetivos, contenido y criterios de evaluacion de acuerdo con los
Reales Decretos de Ensefianzas Minimas, (1467/2007 de 2 noviembre
para Bachillerato y 1631/2007 de 29 de diciembre

para Educacion Secundaria Obljgatoria).

La comprension de la segunda parte, singularmente la
formulacion analitica de conceptos y de las leyes que se
derivan, supera el nivel de conocimiento de los estudian-
tes de bachillerato; para su comprension seria necesaria
una preparacioén matematica mas completa y especifica
sobre las técnicas y conceptos matematicos en que se
basan los modelos que se presentan.

Por otro lado, los conceptos y procedimientos que se
plantean resultan muy adecuados para la asignatura
Ciencias de la Tierra y Medioambientales. Singular-
mente, el capitulo resulta especialmente oportuno
para introducir y desarrollar algunas de las ideas y
conceptos presentados en el segundo contenido de la
asignatura:

C2.Los sistemas fluidos externos y su dinamica.

-La atmdsfera: estructura y composicion. Actividad
reguladora y protectora. Inversiones térmicas. Re-
cursos energéticos relacionados con la atmosfera.
Contaminacion atmosférica: deteccion, prevenciony
correccion. El agujero de la capa de ozono. Aumento
del efecto invernadero. El cambio climatico global.

- La hidrosfera. Masas de agua. El balance hidrico y el
ciclo del agua. Recursos hidricos: usos, explotacion
e impactos. La contaminacion hidrica: deteccion,
prevencion y correccion de aguas contaminadas.
Determinacidn en muestras de agua de algunos pa-
rametros quimicos y bioldgicos e interpretacion de
los resultados en funcién de su uso.

También lalecturay el trabajo de este capituloresponden
a los objetivos de la asignatura Ciencias para el Mundo
Contemporaneo.






LA MECANICA DE FLUIDOS

La presencia de una atmdsfera rica en oxigeno y de
abundante agua en los océanos es una caracteristica
fundamental para la vida en el planeta Tierra. Predecir
el tiempo atmosférico, comprender la naturaleza de los
vientos, desde los amables céfiros hasta los devasta-
dores tornados y huracanes, y entender la naturaleza
de los movimientos del mar, olas, mareas y corrientes,
han sido desde siempre objetivos que la mente humana,
tanto por razones de supervivencia como por curiosidad
cientifica, se ha dedicado a explorar y conocer.

El resultado de ese empefio es la mecanica de fluidos,
un campo excepcionalmente amplio que atafie a tres es-
tados de la materia (liquido, gas y plasma) cuyos fines,
problemas y proyectos son tan variados como innume-
rables son las situaciones fisicas en las que interviene
un fluido, desarrollando dindmicas que pueden depen-
der de factores tales como la temperatura, la gravedad
o lapresencia de campos magnéticos en el caso particu-
lar de los plasmas.

Figura. Liquido (agua). Fotografia: Antonio Cordoba.

Elestudio de los fluidos se encuentra en la interfaz entre
el analisis matematico, las simulaciones numericas vy la
fisica de los medios continuos, y tiene una larga historia
con momentos estelares como el descubrimiento por

Arquimedes de su famoso principio (“todo cuerpo sumer-
gido en un fluido experimenta un impulso vertical que es
igual al peso del fluido desalojado”), base de la flotacidny
con el que pudo determinar la composicidn de la corona
delrey Heroén de Siracusa. Este descubrimiento le provo-
€0 tanto entusiasmo que salio desnudo por las calles gri-
tando “Eureka” (lo consegui), seglin reza esa leyenda del
legado cientifico del gran periodo alejandrino que forma
ya parte importante de nuestra cultura. Algunos siglos
después, yaenplenobarroco, Blaise Pascal formuld elim-
portante concepto de presion estableciendo una buena
base tedrica para la hidrostatica, con sus consecuencias
practicas en las prensas hidraulicas.

Figura 2. Los primeros estudios de dindmica de fluidos fueron protagonizados
por Arquimedes de Siracusa (287-212 a. C.) y Blaise Pascal (1623-1662). Fuente:
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Archimedes_bath.jpg.

Figura 3: Blaise Pascal (1623-1662). Fuente: http;//commons.wikimedia.org/wiki/
File:Pascal-old.png.
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Siguiendo en el tiempo nos encontramos con la contri-
bucién fundamental de los ilustrados, Daniel Bernoulli,
Joseph Lagrange y Leonhard Euler, quienes, haciendo uso
del magnifico instrumento del calculo diferencial, deriva-
ron las ecuaciones fundamentales de os fluidos en movi-
miento. Proeza que fue luego completada con el afiadido
de los términos de por Navier y Stokes, ya en
pleno romanticismo.

Figura 4a. Daniel Bernoulli (1700-1782).
Fuente: ~ http;//commons.wikimedia.org/
wiki/File:Daniel Bernoulli_ 001,jpg.

Figura 4b. Joseph Louis Lagrange (1736-
1813). Fuente: http;//commonswikimedia.
org/wiki/File:Joseph-Louis_Lagrange.
Jpeg.

Figura 4c. Retrato de Leonhard Euler
(1707-1783). Fuente: http;//commons.wiki-
media.org/wiki/Leonhard Euler.

A pesar de la importancia practica de sus problemas y
de los esfuerzos de muchos grandes matematicos du-
rante varios siglos, quedan todavia algunas cuestiones
fundamentales en la mecanica de fluidos que esperan
respuesta.

La hidrodindmica es un campo inmenso de interés para
los matematicos, pero también para los fisicos, los inge-
nieros y los meteorologos. En muchos fenémenos de la
naturaleza se han originado modelos o sistemas de ecua-
ciones que atafien a los fluidos y que, de alguna manera,
se derivan de las leyes fundamentales que veremos a lo
largo del capitulo.

La labor de los matematicos consiste en estudiar estos
modelos, demostrar su consistencia logica (es decir, que
estan bien propuestos), y sacar las consecuencias en for-
ma de teoremas y predicciones del comportamiento de
sus soluciones. He aqui una pequefia muestra de fendme-
nos que se pueden observar a través de la potente lente
de las matematicas.

FRENTES DE AIRE FRIO Y AIRE CALIENTE

De las ecuaciones de Navier-Stokes, a las que dedicare-
mos gran parte del capitulo, se deducen ecuaciones que
sirven para construir modelos de evolucion de los fren-
tes atmosféricos. Son las ecuaciones quasi-geostroficas
(Q.G.) derivadas de las anteriores para el caso de un fluido
en movimiento de rotacion (sobre la superficie de la Tie-
rra), cuando se tienen en cuenta algunas aproximaciones
razonables en latitudes medias al efecto de la rotacion
terrestrey la aceleracion de Coriolis.

En la versidn de superficie (S.Q.G.) se reducen a ecuacio-
nes en dos variables espaciales que son las que sirven
para modelar la evolucion de frentes atmosféricos, pero
que presentan muchas de las dificultades del modelo tri-
dimensional de Navier-Stokes, especialmente el hecho
de que el campo de velocidades venga descrito por unos
operadores de naturaleza no-local (R transformadas de
Riesz), como le ocurre alapresionen (N.S.).

TORBELLINOS

A menudo los fluidos desarrollan estructuras en forma
de torbellinos, también conocidos como vortices, que son
capaces de concentrar una gran cantidad de energia en
una region pequefia del espacio, y que poseen una gran
capacidad destructiva. Estos vortices pueden subsistir
por largos periodos de tiempo y desplazarse en el espa-



cio, como hacen los huracanes y los tornados. Estudiar la
evolucion de estas soluciones de las ecuaciones de los
fluidos y demostrar matematicamente sus propiedades
es una tareamuy interesante.

GOTAS

¢Por qué son las gotas esféricas? Larazdon esta en la ten-
dencia de su superficie a ocupar la minima area posible, y
da lugar a fendmenos muy interesantes de cambio de to-
pologia. Un ejemplo es un chorro de agua querompe enun
conjunto de puntos desconectados entre s{, dando lugar
a gotas. Pero también resulta interesante el fenomeno
contrario (por ejemplo, el chapapote), cuando un liquido
viscoso dentro de otro que lo sea menos, puede desarro-
llar filamentos que llegan casi al tamafio molecular.

ONDAS: OLAS

¢Qué son las olas? Se trata de soluciones en forma de
onda para las ecuaciones de Euler o Navier-Stokes, que
veremos a continuacion, analogas a las soluciones en for-
ma de onda para el electromagnetismo (ondas de radio o
de television). Estas ondas pueden tener longitudes del
orden de centimetros -como son las llamadas capila-
res-,0 tener longitudes kilométricas -como los devasta-
dores tsunamis-. Pueden también aparecer, bajo ciertas
circunstancias, en algunos tipos de nubes. Todas ellas
presentan problemas matematicos que son fascinantes
y nos interesa investigar.

MEDIOS POROSOS

¢Cémo cambia la dinamica de un fluido en un medio po-
roso? ;Coémo se mueven las aguas subterraneas? El inge-
niero Henry Darcy, en 1856, dedujo de forma experimen-
tal que el fluido se rige por lo que hoy en dia se conoce
como la

V - - -
VU= Vp - (0, gp)

donde la velocidad v (incompresible) y la presién p de-
penden de la viscosidad V, la permeabilidad K del me-
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dio isotrdpico, la densidad p del fluido y la aceleracion de
la gravedad g. Pero se trata de una velocidad promedio,
en la escala mesoscopica que corresponde a los poros, de
la de las particulas fluidas que aparecen en las ecuacio-
nes de Navier-Stokes. Los problemas matematicos que
surgen en esta direccion tienen un interés industrial en
actividades como la extraccién de petroleo o la distribu-
cion de aguas subterraneas.

UN PROBLEMA DEL MILENIO

En este capitulo abordaremos una de las cuestiones
fundamentales de la mecanica de fluidos que aulin esta
abierta, relativa a las llamadas ecuaciones de Navier-
Stokes. El Instituto Clay, un centro de investigacion
matematica de financiacion privada estadounidense, la
ha sefialado como uno de los problemas del milenio y ha
ofrecido el premio de un millén de ddlares por su solu-
cion (http://www.claymath.org/millennium/Navier-Sto-
kes_Equations/).

Se trata de la aparicion, o por el contrario ausencia, de
singularidades en la evolucién de un fluido -segun las
ecuaciones de Navier-Stokes-, cuando se parte de un
estado inicial que carece de ellas. Ademas de ser una
cuestion de principios para todo modelo de evolucion,
se trata de una pregunta fundamental en el empefio
de entender las matematicas de la .Lo que

Figura5a. C. Navier (1785-1836). Fuente: http://enwikipedia.org/wiki/File:Clau-
de- Louis_Navier.jpg.
Figura5b. George Gabriel Stokes, 1875. Fuente: Popular Science Monthly Volume 7.
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sigue a continuacidn es un intento de transmitir la natu-
ralezay el interés que tiene ese problema del milenio.

El agua y el aire son fluidos fundamentales de la natu-
raleza realmente inspiradores para entender el modelo
matematico del medio continuo. Un concepto funda-
mental es el de particula fluida, que no debemos aso-
ciar sin mas a las nociones de atomo o molécula, a los
que la ciencia nos tiene ahora bastante acostumbrados
pero que, con permiso de Leucipo y Demdcrito, son con-
ceptos posteriores al de particula fluida introducida
por los matematicos de la llustracion. Pensemos en la
circulacién nocturna de los coches por las autovias que
concurren a una gran ciudad después de las vacaciones.
Vistos desde una cierta altura, con sus luces rojas en la
retaguardia, o los faros frontales de luz blanca, pare-
cen particulas luminosas que se mueven de forma mas
o menos ordenada, aunque a veces sea algo caotica y
accidentada, y forman perfectamente un fluido que
discurre por cauces que se unen y bifurcan, entrando o
saliendo de ese gran contenedor de automaoviles que es
la ciudad.

Podemos obtener otra metafora fluida interesante en
la salida de un estadio de futbol, observando la escena
desde un edificio suficientemente alto de la proximidad.
Visto desde la lejania se trata de un flujo de personas,
particulas fluidas cuyas individuales con-
vergen o divergen, dando lugar a aglomeraciones y rari-
ficaciones en las que varian la densidad y la presion.

EL MEDIO CONTINUO

Segun Aristoteles, “El continuo puede ser definido como
aquello que es divisible en partes que, a su vez, pueden
ser divididas, y as{ hasta el infinito”.

No es unamala aproximacidn, teniendo ademas en cuen-
ta las dificultades de los griegos para superar el descu-
brimiento pitagérico de los nimeros irracionales y ma-
nejar el continuo de la recta real, cuyos engranajes no
fueron suficientemente lubricados hasta mucho tiempo
después. Haciendo breve una larga historia, podemos
decir que para los ilustrados, Bernoulli, Euler y Lagran-
ge, la descripcion matematica de un fluido involucra lo
siguiente:
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Figura 6. Dominio D y campo de velocidades. Imagen: Diego y Antonio Cérdoba.

D es un dominio del espacio euclidianoR3 (o R2);

x € D representa auna particula del fluido;

p(x, t) es la densidad del fluido en el punto x en elinstantet.
ux, t) = (u,(x, 1), u,(x,p, ux,p) es la velocidad que ten-
dria una particula situada en el punto x del espacio y en
eltiempo t.

p=p(x,t)eslapresionenelsenodelfluido, enel punto espa-
cialxyenelinstantedet.

Como hemos puntualizado, larepresentacidnidealdeuna
particula fluida asociandola a un punto x = (x1, x2, x3)
del espacio euclidiano es una argucia legitima del modelo
matematico, pero lo que signifique en cada caso (coche,
espectador o “particula de agua o de aire”), dependerd de
sus caracteristicas especiales. En particular, para los dos
fluidos fundamentales, aire y agua, no debe confundirse
con una molécula, sino con un grupo de ellas, que sera lo
suficientemente amplio para que podamos asociarles
una velocidad comun, una especie de promedio de las
de sus componentes moleculares que, ahora sabemos,
siguen trayectorias cadticas y carentes de direccidn. Es
decir, el concepto de particula de agua o de aire es una
idealizacion matematica que ha resultado muy util para
entender la dinamica de estos fluidos, pero que no se co-
rresponde con una entidad real, ni tiene mucho sentido
tampoco que pretendamos definir cuantas moléculas la
componen.

Existen dos puntos de vista, o0 maneras alternativas y
complementarias, de mirar a un fluido, que tradicional-
mente se denominan formulacion euleriana o lagrangia-
na, respectivamente, en honor de sus dos grandes crea-
dores: Leonhard Euler y Joseph Lagrange.



Segun Euler, un fluido queda descrito por el campo de
velocidades que nos indica la velocidad de la particula
que en el instante de tiempo t se encuentra ubicadaen la
posicion x = (x1, X2, x3) de un sistema fijo de coordena-
das espaciales. La evolucion de ese campo de velocida-
des, que graficamente podemos imaginar fotografiado
en cada tiempo t para obtener su imagen u en forma de
un vector u (x, t) = (u1, u2, uz) con origen en el punto x,
describe completamente el movimiento del fluido. Por lo
que en esta formulacion euleriana se trata de encontrar
las leyes o ecuaciones que han de satisfacer el campo de
velocidades demostrando que estan bien propuestas: a
partir de una observacidn inicial del campo en el tiempo
t=0, probar que existe una solucidn Unica compatible con
ese dato, del que ademas depende continuamente.

Figura7.Dominio D u(x, t) = (u(x, 1), u,(x.t), u(x,t)). Imagen: Diego y Antonio Cérdoba.

En la formulacion lagrangiana se hace énfasis en el flujo
de las particulas que aparecen descritas por unas etique-
tas que, generalmente, designan su posicidninicial. Es de-
cir, consideramos que el fluido esta determinado por las
funciones, x = x (a, t), que nos indican la posicion x que
tiene la particula que enelinstante t = 0 se encontraba en
elpuntoa = (ai, a2, a3).

De manera que ahora, si miramos al fluido, no tomamos
una fotografia de su campo de velocidades, sino que nos
fijamos en cada particula y seguimos su trayectoria en el
tiempo.

En estas figuras el eje vertical es el tiempo mientras que
el espacio se ha representado en las coordenadas hori-
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Figura 8. Trayectorias lagrangianas. u(x, 1) = (u,(x, t), u(x.t), u(xz)) Imagen:
Diego y Antonio Cérdoba.

zontales, lo que resulta evidente en dimension 2 y requie-
re una cierta imaginacion para dimension 3.

Naturalmente ambos puntos de vista son equivalentes, lo
que se expresa a través de una ecuacion diferencial:

% =u(x,t)

En honor del otro gran ilustrado, Daniel Bernoulli, pode-
mos mencionar la ecuacion que lleva sunombre

%Vz + % + gh = constante

Donde p es la densidad, p la presidn, h la alturay g la ace-
leracion de la gravedad. Y esta ecuacidn tiene numerosas
aplicaciones practicas, por ejemplo en la fontaneria, al
permitirnos calcular la presion ejercida sobre una cafier(a
conociendo la seccidny el flujo de agua que la atraviesa.

TERMINOLOGIA

Las ecuaciones de los fluidos representan una de las ci-
mas de la modelizacién matematica que fue posible es-
calar a partir de labase que representa el calculo diferen-
cial de Newton y Leibniz. Son también un exponente de
aquel siglo prodigioso e ilustrado cuyos matematicos se
propusieron seriamente aplicar el calculo a los dominios
de Eolo y de Neptuno. En el empefio se crearon términos
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y lenguaje que luego han sido de utilidad en otras muchas
areas de las matematicas y de la ciencia. Un ejemplo son
las nociones de divergencia y de rotacional de un campo
de vectores:

u1 8uz Jus
+

div (w = axz X3

Juz Juz Jdui Jdus dux Juw
rot(u) = (—- —, ,
0x2 0x3 0Xs Oxi O0x1 Ox2

El primero, la divergencia, estd asociada al principio de
conservacion de la masa que, en un fluido de densidad
constante, es equivalente a la conservacion del volumen.
Resulta que si la divergencia es positiva entonces las
trayectorias, en promedio, se separan, y de ahi el nombre
de divergencia. Por el contrario, si es negativa, entonces
las trayectorias convergen en media. Luego, para que el
volumen se conserve, es decir, para que el fluido sea in-
compresible, es preciso que la divergencia se anule y, en
ese caso de densidad constante, obtenemos también la
ley de conservacion de la masa.

div (1) >0 =

div (u) <0 —

incompresibilidad — div (u) =0

En la mecanica de fluidos el rotacional del campo de ve-
locidades se denomina y esun caracter funda-
mental en la teoria. La vorticidad se deduce, pues, de la
velocidad a través de la formula diferencial:

Jus duz du; dus Jduz Jui

(om0 28 T8 S0 )

o (x,t)=
0x2 0X3 6X3 aX1 X1 0x2

Ocurre, sin embargo, que en el caso de los fluidos in-
compresibles o de divergencia nula, podemos invertir

la férmula anterior y obtener la velocidad a partir de la
vorticidad, lo que es conocido como la ley de Bi6t y Sa-
vart (en cuya deduccién desempefia un papel importan-
te la solucion fundamental del operador laplaciano que
en el caso de dimension 3 viene dada, salvo una cons-
tante, por la funcion 1/1Ixll, mientras que en dimension
espacial 2 se trata de log lIxIl):

yxox+y,0dy 4o

u(x,t) = 41— | ; |

JT]R3

La vorticidad es untérmino que nos sirve para cuantificar
la rotacion local de un fluido:

VA=0

Figura 9. La vorticidad. Imagen: Diego y Antonio Cdrdoba.

En el caso de dimension espacial n=2, la vorticidad resul-
taserunescalar

_dwz  Jdw

Toxi xe

Pero en dimensiénn=3 es el vector

Jdus  Ju 6u1 dus 8uz dui

T oxa Oxs 6xz GX1 ox1  0x2

Con ayuda del calculo diferencial el campo de velocida-
des, cerca de un punto dado x, puede ser aproximado
por la suma de tres términos que se corresponden con
una traslacion y un giro, junto a una dilatacién en unas
direcciones y una contraccidn en las restantes. La tras-
lacion viene dada por el vector u(x), pero las otras estan
asociadas a la matriz de las derivadas parciales de las



componentes del campo de velocidades, también deno-
minada jacobiana:

ui

Ju=
" (an

Elgiro depende de |a parte antisimetrica

 Ju- (Ju)
2

Qu

donde A designa a la matriz transpuesta de A. Las dila-
taciones-contracciones estan, por el contrario, asociadas
ala parte simétrica:

_ Ju- (Ju)
2

Du

Resulta que podemos integrar explicitamente las ecua-
ciones de las trayectorias correspondientes a cada tér-
mino local del campo, y resulta lo siguiente:

Traslacion:

X = Xo + tu (Xo)

I e — .
e il
e
—r e ——
- Pl
'______—-.—-—'__ - ——

Figura10. Traslacion. Imagen: Diego y Antonio Cordoba.

Dilatacion + Estrechamiento: Por la simetr{a de la matriz
D' =D, en un apropiado sistema de coordenadas pode-
mos escribirla en forma diagonal

00
020
00 A3

Du (X0)= , M+2A2+2A3=0

1.3 LA TIERRA: UN PLANETA CON MARES Y ATMOSFERA

Figura 11. Dilatacion + Estrechamiento. Imagen: Diego y Antonio Cérdoba.

Rotacion:

Qu (x0) * (x - x0) = % o A (x-x0)

Figura 12. Rotacién. Imagen: Diego y Antonio Cérdoba.

donde ” representa el producto vectorial.

Pero esa imagen local transmite también lo complicado
que puede resultar el movimiento de las particulas cuan-
do se mezclan la translacion con la dilatacion en unas di-
reccionesy estrechamientos en las otras de esos chorros
de fluido que, a su vez, pueden estar rotando con veloci-
dades angulares diversas.
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LAS ECUACIONES DE EULER
Y DE NAVIER-STOKES

Las ecuaciones fundamentales de los fluidos incompre-
sibles fueron deducidas por Euler (cuando el fluido es
inviscido o carente de viscosidad) y por Navier-Stokes,
quienes introdujeron el término en las ecuacio-
nes de Euler. Reflejan las leyes fundamentales de con-
servacion de lamasay de la energia, pero despreciando
algunos efectos como son los debidos a la temperatura
o la salinidad, que pueden llegar a ser sin embargo muy
importantes en modelos mas complejos.

Al contrario de lo que ocurre con otras teorias clasicas,
como son el electromagnetismo y la mecanica cuan-
tica, que estan descritas por ecuaciones lineales (las
de Maxwell y Schrodinger, respectivamente), el movi-
miento de los fluidos estd gobernado por un sistema de
ecuaciones en derivadas parciales que no son lineales.
Esta es larazén por la que el conocimiento de fendme-
nos turbulentos de gran impacto en la naturaleza, y en
nuestra vida cotidiana, no ha alcanzado todavi(a el nivel
de otras teorias.

El mismo Leonardo da Vinci ya llamd la atencion acer-
ca de la complejidad que puede alcanzar el movimiento
cadtico de los fluidos cuando estos entran en un régi-
men turbulento. Mas recientemente, Richard Feynman
designo a la turbulencia como "the most important un-
solved problem in classical physics”, mientras que se
atribuye a Einstein la siguiente frase: “Voy a preguntar
a Dios dos cuestiones: el porqué de la relatividad y el
porqué de la turbulencia. Soy optimista en obtener res-
puesta a la primera de ellas”

Para obtener las ecuaciones consideramos la ley de la
conservacion de lamasay la segunda ley de Newton.

La ley de conservacion de la masa en un fluido de densi-
dad constante, que podemos siempre hacer igual a uno
sin perdida de generalidad, es equivalente a la conser-
vacion del volumen, es decir, a la que
viene descrita por la ecuacion div(u) = 0. En cuanto a
la ley de conservacion del momento, o segunda ley de
Newton, nos da lugar a un sistema de tres ecuaciones
diferenciales: si u(x(t; y), t) designa la velocidad en el
momento de tiempo t que tiene la particula que se en-

contraba en la posicion inicial y ( y = x(0; y)), entonces
la aceleracion viene dada por la derivada:

—du(x(a,t),t):al+qu-3 :a—u+u-qu
dt Jt dt Jt

La segunda ley de Newton (suponiendo que la densidad
esiguala 1) dalugar alaidentidad:

P ﬂ+u-VXu =F

at internas externas

Donde aparecen las fuerzas externas (gravitacion, cam-
pos eléctricos o magnéticos); y las internas que modelan
la interaccion entre las distintas particulas fluidas, y son
responsables de lo que se denomina viscosidad. He aqui
las ecuaciones:

Euler: Fluidos perfectos

div(u)=0
Jdu

—+u-Vu=-Vp
ot ) i

Donde p =presion, u = (ul, u2, u3) velocidad, por tanto,
obtenemos un sistema de cuatro ecuaciones y cuatro in-

cognitas.
Navier-Stokes: Fluidos viscosos
div(u)=0
%+u'vxu=-vxp+vAu

v>0 es el coeficiente de viscosidad. Sin pérdida de ge-
neralidad hemos supuesto que la densidad p es igual a
uno en ambos sistemas de ecuaciones.

El caso de los fluidos perfectos no requiere mas anali-
sis que la aplicacion del célculo diferencial a las leyes
fundamentales de la mecanica enunciadas por Newton,
pero lamodelizacion de la viscosidad llevada a cabo por
Navier y Stokes necesita de algunas hipdtesis adicio-
nales sobre la naturaleza de nuestro fluido. Existiendo
modelos mas complejos, caso de los fluidos viscoelds-
ticos como la saliva, 0 esos materiales con los que ahora
se fabrican cémodos colchones, en los que la viscosidad



hay que introducirla de manera algo mas complicada.
En cualquier caso, la aparicion del laplaciano, definido
para cualquier funcion f:

2
('9f+

2
axl

2 2
8f+8f

Af=
Bx% ax%

Au=(Auy, Auy, Aus)

con un coeficiente positivo en la ecuacién es consis-
tente con otras teorias de difusidon y de rozamiento. En
este texto no se analizard la naturaleza de los términos
viscosos en las ecuaciones de los fluidos, pero si que-
remos hacer constar que se trata de un area activa de
modelizacion para materiales interesantes que se des-
vi{an del modelo newtoniano descrito en las ecuaciones
anteriores. En cualquier caso, el principio de Arquime-
desy la ecuacion de Bernoulli antes aludidos son conse-
cuencias de estas leyes fundamentales cuya deduccion
es un ejercicio del calculo diferencial que manejaban los
ilustrados del siglo XVIII.

Estamos, pues, en condiciones de formular el “problema
del milenio” que se pregunta sobre la naturaleza de las
ecuaciones obtenidas:

Problema del milenio: Dada una velocidad inicial u(x, 0)
= u0(x) suficientemente lisa (suficientemente diferen-
ciable), por ejemplo de clase Ceoy soporte compacto y tal
que div (u0) = 0: sexiste una solucion lisa u(x, ¢) validaen
todo tiempo 7>0? Partiendo de un dato liso, ses posible
generar singularidades al cabo de un tiempo finito?

Se trata, pues, de una cuestion fundamental, por lo que
puede sorprender amuchos que esté todavia abierta. Sus
dificultades estriban, creemos, en dos caracteristicas im-
portantes:

* No linealidad del término convectivo u - V xu

* No localidad de la presion: ocurre que la presion esta
relacionada con el campo de velocidades a través de la
formula -Ap = div (u- V u) que es facil de deducir de
las ecuaciones de Navier-Stokes con un poco de des-
trezaeneluso del calculo diferencial. Se trata, pues, de
una relacion diferencial que permite despejar la pre-
sion y escribirla en términos de las componentes del
campo u. Sin embargo, cuando esto se hace (se integra
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la relacion anterior) la expresion resultante involucra
"integrales” de las funciones uu, pero esas "integra-
les" dependen de los valores de la velocidad en todo el
espacio, y no solo en la vecindad del punto considera-
do. En otras palabras, la presion en un punto del fluido
depende de las velocidades de todas sus particulas y
no solo aquellas cercanas a él. Esta no-localidad de la
presion es también responsable de que las ecuaciones
de los fluidos resulten ser tan dificiles.

Estas son las razones por las que aun seguimos sin cono-
cer la respuesta a una cuestion tan basica. La deduccion
de las ecuaciones fue un hito de las matematicas de la
llustraciony una expresion de la potencia del calculo y de
la mente humana capaz de modelar los dominios de Eolo
y de Neptuno. Pero enseguida cundid el desanimo entre
aquellos ilustrados, porque tenian las ecuaciones pero
no sabian resolverlas. He aqui algunos comentarios feha-
cientes de ese estado de frustracion que, creemos, fue en
gran parte motivado por las matematicas de los fluidos:

"Me parece que la mina de las matematicas es ya muy
profunda y, a menos que descubramos nuevas vetas,
pronto serd necesario abandonarla. La fisica y la quimica
ofrecen ahora yacimientos mucho mas faciles y brillan-
tes". Lagrange (carta a D'Alembert, 1781).

"Me atrevo a afirmar que, enmenos de unsiglo, no tendre-
mos ni tres grandes matematicos en Europa. Esta ciencia
quedard muy pronto en el estado donde los Bernoullis,
Clairaut, D'Alembert y Lagrange la han dejado". Diderot
(1754)

El progreso en el conocimiento de las ecuaciones de los
fluidos experiment6 un desarrollo crucial en el afio 1933,
cuando Jean Leray obtuvo unos resultados fundamenta-
les que mostraron que el modelo estaba bien propuesto.
Es decir, si la velocidad inicial es lisa (suficientemente
diferenciable) entonces durante un intervalo de tiempo
existe una solucion tnica que depende continuamente de
los datos iniciales.

El trabajo de Leray seria inconcebible sin el desarrollo
que el analisis matematico habia experimentado duran-
te todo el siglo XIX'y comienzos del XX. Uno de los gran-
des impulsores de este desarrollo fue Riemann, quien
extendio la nocidn de integral y de derivada, llegando a
formular el concepto de derivada débil, o en el sentido
de las distribuciones que dirlamos ahora, en su empefio
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de entender la unicidad de los desarrollos trigonométri-
cos. Luego vendria Lebesgue, quien, con su nocion de in-
tegral, abrio el paso al analisis funcional en espacios que
ahorallamamos de Lebesgue o de Sobolev, y son el marco
en el que hemos aprendido a buscar la existencia de las
soluciones de nuestras ecuaciones.

Leray introdujo la nocion de solucidn débil, o turbulenta
seglin su terminolog(a, y la estrategia de regularizacion
de las ecuaciones por medio de viscosidades artificiales,
obteniendo luego sus soluciones “débiles” como limites
viscosos de las soluciones aproximantes, y dejando para
un posterior analisis la importante propiedad de la dife-
renciabilidad y unicidad de las soluciones as{ obtenidas.
Y en eso estamos.

Un desarrollo interesante ha venido asociado a la nocion
de vorticidad, dando lugar a una formulacion de las ecua-
ciones que pone el énfasis en la evolucion de ese vector
(escalar en el caso bidimensional) de importancia critica.
Enelafio 1984, en un trabajo conjunto de los matematicos
Beale-Kato-Majda, obtuvieron un criterio para la existen-
cia de singularidades de la solucién en un tiempo T:

Singularidad en tiempo T si 'y solo si
T

sup. | w*Y | dt =00
0
Ecuacidn de la vorticidad:
n=2: 5
90wV 0=0
ot
n=3:
870) +u-V o= owRw®
ot
donde

Ri1 Riz Ris w1

Ro = R (05, 0, my) = [ Ret Raz Res | [ a2
Rs1 Rs2 Rss w3

= (Ryw; + Riw; + Rys0; T Ryyw; + Ropw; + Ro;ws + Ry + R+ stws)

siendo cada Rx una transformacion que convierte una
funcién dada f en otra Ruf a través de un proceso de in-

tegracion que esta asociada a unos nucleos, Ki(x.y), que
son singulares en la diagonal x=y. No obstante, pueden
ser calculadas explicitamente y presentan unas cancela-
ciones (cambios de signo) que permiten darles sentido a
las integrales.

Rjxf (x) =lim

€-0

Kix (ry) § (v) dy

| >

pero se trata de un capitulo muy importante del analisis
matematico contemporaneo cuya discusion queda fuera
del contenido de esta unidad.

Estas ecuaciones, en el caso particular de dos dimensio-
nes, muestran como alli a vorticidad se conserva alo lar-
go de las trayectorias y explican un resultado anterior de
Yubovich, quien obtuvo laregularidad y la unicidad en ese
caso.

Pese a que el problema del milenio sigue sin resolverse,
ellono ha supuesto un obstaculo para que los desarrollos
matematicos alrededor del modelo hayan servido para
entender los fenomenos atmosféricos, u obtener aplica-
ciones practicas que permiten disefiar barcos y aviones.
Pero seria muy conveniente saber, por ejemplo cuando
uno se sube a un avidn, que las soluciones existen y son
Unicas y suaves. El problema del milenio es, pues, una
cuestion basica que clama por su respuesta. No obstan-
te no es, ni mucho menos, el tinico tema importante en la
mecanica de fluidos.

EJERCICIOS

1. Deduce el principio de Arquimedes de las ecuacio-
nes de Euler.

2.Deduce la ecuacidn de Bernoulli de las ecuaciones
de Euler.

3. Demuestra que si la vorticidad de un fluido, en di-
mension dos, tiene simetria radial entonces es una
solucidn estacionaria de las ecuaciones de Euler.



MATERIALES AUXILIARES

PELICULAS

Twister (Jan de Bont, 1996). Dos grupos de cienti-
ficos que persiguen tormentas para estudiar los
comportamientos de los tornados compiten por ser
los primeros en analizar estos peculiares fendmenos
meteorologicos desde dentro de un tornado. Su obje-
tivo es analizar en profundidad la mayor tormenta que
caera sobre Oklahoma en el Ultimo medio siglo. Aunque
no se da un enfoque cientifico, los tornados son el ele-
mento central de la pelicula.

DOCUMENTALES Y MATERIAL AUDIOVISUAL

The blue planet (2001). Serie documental de la BBC sobre
los océanos del planeta Tierra. Cada uno de los episodios
esta dedicado a un aspecto diferente de la vida mari-
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na. Disponible en http://www.bbc.co.uk/programmes/
b008044n.

The winds (Tony Bulley, 2011). Este documental de la BCC,
dentro de la serie The Weather, explica el fendmeno del
viento y resalta algunas historias relacionadas con esta
fuerza de la naturaleza. Disponible en http://www.bbc.
co.uk/programmes/b00jzjhx.

The life and times of El Nifio (2005). Documental de la
BBC dedicado a El Nifio, el fenomeno meteorolégico
ciclico consistente en una superposicion de aguas cali-
das procedentes del hemisferio norte inmediatamente
al norte del ecuador, sobre las aguas de emersion muy
frias que caracterizan la corriente de Humboldt. El Nifio
provoca estragos a escala zonal (en la zona intertropical)
debido a las intensas lluvias, afectando principalmente a
Ameérica del Sur, tanto en las costas atlanticas como en
las del Pacifico. Disponible en http://www.youtube.com/
watch?v=MzcKBeW44ao.
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