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Resumen

En este trabajo se presentan algunas ideas que Leonhard Eu-
ler introdujo en el campo de la fisica que actualmente conocemos
como hidrodindmica. Sin duda Euler las contribuciones de Euler
fueron de gran trascendencia, ya que como veremos, algunos de
los conceptos y ecuaciones basicas que son indispensables en el
desarrollo y uso actual fueron acuniados por él.

1. Introduccién

Actualmente en el campo de la hidrodinamica y en general en cual-
quier campo de la ciencia, utilizamos una gran cantidad de conceptos,
ecuaciones y metodologias cuyo origen no conocemos del todo. Mu-
chos de estos conceptos y métodos llegan a ser fundamentales para el
entendimiento de los problemas que se tratan de resolver y sélo en oca-
siones nos preguntamos por su origen. En el caso de la hidrodindmica
nos preguntariamos jcémo se llegd a la concepcion de un fluido como
medio continuo?, ;jcémo se pensd en construir ecuaciones en derivadas
parciales para cuantificar el movimiento de los fluidos?, ;las ecuacio-
nes que se construyeron tenfan un sustento experimental adecuado?,
Jquiénes participaron en la elaboracién de los conceptos fundamentales
y la construccion de las ecuaciones basicas? y podriamos seguir con mas
preguntas. Es asi como llegamos a Euler.

En el desarrollo de la ciencia siempre hay muchos investigadores que
con sus esfuerzos contribuyen a la construccién tanto en lo conceptual
como en la practica de un campo en particular. La hidrodindmica no es
la excepcién y entonces nos podemos remontar en el tiempo y tratar de
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rastrear el surgimiento y evolucién de ciertos conceptos. En este caso,
es la historia de la ciencia el campo de estudio que puede contestar
a estas inquietudes, sin embargo los autores de este trabajo aun sin
pretender hacer un trabajo histérico, queremos poner de manifiesto la
importancia del trabajo de Euler. Para ello, nos remontaremos sélo
unos cuantos anos en el desarrollo de la hidrodinamica para entonces
enfatizar la gran relevancia de los conceptos que Euler introdujo [1]. El
caso de Euler es notable ya que es considerado uno de los matematicos
mas prolificos de todos los tiempos, la recopilacién de su obra consta
de 76 voliumenes y atn no estd completa [2], y es posible encontrar
que algunos resultados atribuidos a otros autores fueron encontrados
también por él.

El interés por el estudio del comportamiento de los fluidos y su
posible uso en favor de la humanidad tiene origenes remotos, ya que
podemos imaginar la busqueda de agua por los pobladores del planeta
ain desde tiempos prehistéricos. Asi nos encontramos que las gran-
des civilizaciones de la antigiiedad estaban asentadas en las cercanias
de grandes rios. Pero sin ir tan lejos podemos nombrar a Leonardo
da Vinci, Galileo Galilei, Evangelista Torricelli, Blaise Pascal, Isaac
Newton como predecesores de la gran aportacion de Leonhard Euler al
campo de la hidrodinamica. En este punto pongamos especial atencién
a los trabajos de D. Bernoulli (1700-1782), Euler (1707-1783) y La-
grange (1736-1813) quienes nos legaron la fundamentacién de la actual
hidrodinamica. D. Bernoulli, contemporaneo y amigo de Euler, tenia
gran interés en la mecéanica de los fluidos. Considerd la influencia de
la presién en el movimiento de los fluidos y escribié el primer trata-
do en este campo [3, 4]. Fue durante la estancia en San Petersburgo,
donde ambos trabajaban, que Euler desarrollé sus trabajos principa-
les en la mecanica de fluidos. Euler concibi6 a los fluidos como medios
continuos e introdujo el concepto de “particula de fluido”, construyo la
conocida ecuacién de continuidad para la densidad que expresa en for-
ma matematica el hecho fisico de que la masa se conserva. A su vez,
usando los conocimientos que se tenian entonces acerca de la presion
hidrostatica, introduce la ecuacién para la cantidad de movimiento o
momento lineal, dando con ello la primera ecuacion dindamica para los
fluidos [5, 6, 7]. La ecuacién de continuidad que escribié Euler aun es
la piedra angular en el tratamiento de la hidrodinamica y la ecuacién
para el momento se utiliza para la descripcién de flujos ideales, es decir
que es aplicable al caso en que la viscosidad no es apreciable. Poste-
riomente Lagrange logré integrar las ecuaciones propuestas por Euler
y junto con el trabajo de D. Bernoulli se llegd a lo que actualmente se
conoce como “Teorema de Bernoulli”.
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A lo largo de este trabajo desarrollaremos los conceptos menciona-
dos y por otra parte, nos iremos a la actualidad para tratar de hacer
notar al lector que el trabajo de Euler no sélo sigue vigente, sino que
ademds es esencial en este campo [8].

2. Conceptos fundamentales

La descripcion del comportamiento de sistemas macroscépicos ya
sean sélidos o fluidos presenta un reto donde es necesario decidir el ni-
vel de descripcion que se quiere efectuar. Actualmente, sabemos que di-
chos sistemas estan compuestos por un niimero muy grande de atomos
o moléculas, que en el caso de los solidos estan ordenados formando
arreglos cristalinos o bien son amorfos y se mueven un poco alrede-
dor de sus posiciones de equilibrio. En el caso de los fluidos, ya sean
liquidos o gases, las particulas microscépicas que los forman estan en
continuo movimiento y en forma desordenada. Ahora bien, si queremos
hacer una descripciéon muy detallada podriamos proponernos describir
el movimiento de las particulas que los forman. Esta tarea esta fuera
del alcance si uno no utiliza los métodos de la mecanica estadistica,
dicho tratamiento no es estrictamente necesario y en algunos casos es
preferible hacer una descripcién que sin ser detallada nos permita cuan-
tificar propiedades y comportamientos macroscépicos. En este caso no
necesitamos hablar de los d4tomos o moléculas que forman al sistema
sino que podemos concebirlos como medios continuos. Una descripcién
cuantitativa del comportamiento de un sistema requiere de especificar
posiciones, velocidades y otras cantidades asociadas a sus elementos;
en el caso de los fluidos por ejemplo nos gustaria poder decir cudl es
la velocidad de salida de un fluido que estd en un tanque con un agu-
jero al fondo de su pared lateral [9] o bien conocer la forma en que se
transmite la presién en un fluido [10]. Es en la concepcién de un medio
continuo y la forma de trabajar matematicamente con ello, la primera
aparicién del trabajo de Euler. Si macroscépicamente vemos el movi-
miento de un fluido podemos pensar en seguir un determinado punto en
él ver hacia donde va y que velocidad lleva, pero para Euler un punto
(matematico) es un elemento con posicién, que sigue una cierta trayec-
toria, pero un punto no tiene volumen y por tanto no puede contener
una masa de fluido. Ante esta disyuntiva, Euler introduce el concepto
de una “particula de fluido”, que en el lenguaje moderno podemos de-
finir como un elemento de volumen en el fluido cuyas dimensiones son
tales que macroscépicamente son mucho menores que el tamano del sis-
tema y puede verse como un punto, pero son grandes comparadas con
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la trayectoria libre media de lasparticulas contenidas en él [11]. Este
concepto resuelve el problema de asignar volumen y masa, entre otras
propiedades, a un punto en el fluido, de manera que siempre podemos
hablar de las particulas de fluido introducidas por Euler. Asi, a una
particula de fluido le podemos asignar las propiedades fisicas usuales
y preguntarnos por su trayectoria, velocidad, cantidad de movimiento
lineal, energfa, entre otras [4], de esta manera cuando se habla de un
punto en el fluido nos referimos a una particula de fluido. Una vez que
Euler introdujo este concepto, es inmediato hablar de propiedades co-
mo la densidad en el fluido p(x,y, z,t) que se define como la masa por
unidad de volumen, la velocidad v, (x,y, 2,t), v,(z,y, 2, 1), v.(x,y, 2, t)
en el caso de movimiento en tres dimensiones, la presién p(x,y, z,t)
cuyas propiedades estudié principalmente B. Pascal [10], aunque Euler
también contribuyé al desarrollo de la hidrostética [12].

Es importante notar que Euler utiliza las propiedades antes dichas
y las escribe dependientes de las coordenadas de posicion y del tiem-
po [13], esto significa que escoge un sistema de coordenadas fijo para
hacer la descripcion del comportamiento en el fluido, actualmente esta
forma de enfocar la descripcion se conoce como el “esquema euleriano”.
Asi todas las variables son de hecho campos escalares, vectoriales o en
general tensoriales y con ellas trata de describir las trayectorias que
siguen las particulas de fluido. En contraste Lagrange fija su atencién
en una particula de fluido que al tiempo inicial t = t; tiene ciertas coor-
denadas (¢, Yo, z0) y la sigue en su movimiento de manera que al tiem-
po t > ty su posicion estarda determinada como z(t) = z(xo, Yo, 20, t),
y(t) = yo(wo, Yo, 20,t), 2(t) = z(zo, Yo, 20,t); esta forma de describir al
fluido se conoce como “esquema lagrangiano”, en este caso todas las
variables de la particula de fluido son funciones del tiempo y de sus
coordenadas iniciales [14]. Aqui, la descripcién se estd haciendo desde
un sistema de coordenadas anclado en la particula de fluido y que se
mueve con la misma velocidad que ésta [4, 15]. Evidentemente es posi-
ble pasar de un esquema a otro, pero la concepcién es completamente
diferente [16].

Regresando al esquema euleriano, mencionemos que Euler introdujo
el concepto de “lineas de corriente”, que son las trayectorias que siguen
las particulas de fluido cuando éste se encuentra en movimiento. Con el
objeto de simplificar la explicacion de este concepto, consideraremos un
flujo estacionario (las variables no dependen explicitamente del tiempo)
y para cada punto (z,y,z) vemos la velocidad del fluido y trazamos
una linea cuya tangente sea dicha velocidad. Esto permite construir un
conjunto de lineas que se conocen como lineas de corriente y la ecuacién
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que las determina es
dr dy dz

Uy Uy v,

(1)

donde dl = (dx,dy,dz) es el elemento de la linea en cuestién. Vemos
entonces que estas lineas describen el movimiento de las particulas de
fluido en el flujo. Para el caso en que el flujo no es estacionario y por
lo tanto las variables dependen explicitamente del tiempo, es posible
construirlas de la misma manera pero es muy importante que cada
construccion se realice para un tiempo fijo. Dicho de otra manera, to-
mamos fotografias del flujo y para cada fotografia trazamos las lineas de
corriente. En la actualidad la construccion de lineas de corriente cons-
tituye una herramienta muy poderosa para la visualizacién del flujo,
de hecho se usa experimental y computacionalmente como una herra-
mienta de investigacién [17].

3. Ecuaciones de Euler

Después de analizar las propiedades de la presién [12] y sus efec-
tos sobre el equilibrio de los fluidos, Euler se propone estudiar [18] su
movimiento y para ello comienza con la densidad de masa. Si vemos
el seno de un fluido en movimiento y consideramos el transporte de la
masa contenida en un volumen dV = dxdydz en un intervalo de tiempo
dt y no tenemos fuentes o sumideros de fluido, la cantidad de masa se
conservara. Esto permitio a Euler escribir la ecuacion de continuidad

@ N Opvy, ~ Opu, N dpv, o, 2)
ot ox dy 0z

donde tanto la densidad p como las componentes de la velocidad
(v, vy, v,) son funciones de la posicién (z,y,z) y del tiempo t. Co-
mo ya se mencioné antes, esta ecuacién es basica en el desarrollo y
planteamiento de la hidrodinamica asi como en aplicaciones a diversos
sistemas complejos [19, 20].

Teniendo como antecedentes los trabajos de Newton, para Euler era
claro que los cambios temporales en el momento lineal de un volumen
de fluido debian producirse bajo la influencia de fuerzas que actuaran
sobre él. Las fuerzas ya conocidas en ese tiempo eran la presién y el peso,
de manera que ambas se tomaron en cuenta para escribir la ecuacién de
movimiento para los fluidos. De acuerdo con los trabajos de Newton la
fuerza total nos da el cambio en la cantidad de movimiento, de manera
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que Euler escribié

Y opoxr ot Toxr Yoy o T 0z’

1dp 0Ov, v, vy vy
v L0y ot +Ux8at+vy8y +UZ@Z’ (4)
_1@ —avz+v %—I—U %—FU% (5)
©opoz Ot “oxr Yoy oz’

donde (F, Fy,, F,) son las componentes de la fuerza externa por unidad
de masa. En el caso més comun serian las componentes de la aceleracion
gravitatoria.

Nuevamente debemos decir que las ecuaciones de movimiento (3)-(5)
constituyen un pilar en el desarrollo de la hidrodindmica, sin embargo
tal como estan escritas sélo son aplicables para flujos ideales, o bien
para aquellos casos en los que los efectos no ideales, como la friccion
y la conductividad térmica, se pueden despreciar. Aunque ya Newton
y el mismo Euler se preocuparon por la introduccién de la friccion en
el movimiento de los fluidos, fue hasta mas tarde que estos efectos se
incorporaron a la ecuacién de movimiento llegando a las ecuaciones
actualmente conocidas como “Ecuaciones de Navier-Stokes”.

Cabe hacer notar que el tratamiento de flujos ideales parece ser
restrictivo, sin embargo actualmente se tienen criterios muy claros para
decir bajo qué circunstancias es valido usar las ecuaciones de Euler. De
hecho, si introducimos una longitud macroscopica tipica del tamano del
sistema L, una velocidad caracteristica U, la viscosidad cortante n y la
densidad del fluido p podemos pasar las ecuaciones de Navier-Stokes a
variables adimensionales y encontrar que el nimero de Reynolds Re =
LUL 10s da un criterio para decir si podemos usar las ecuaciones de
Euler o si es necesario usar las ecuaciones completas en la solucion de
un problema especifico. Asimismo ([21], [16]), se tienen criterios para
decir cudndo un flujo se puede considerar estacionario, incompresible y
mas.

Observando el conjunto de ecuaciones dinamicas escritas por Euler,
((3)-(5)), vemos que hay cinco funciones a determinar en su posible
solucion (p, vy, vy, v, p); Euler senal6 que al tomar en cuenta la ecuacion
de continuidad (2), tendria cuatro ecuaciones y posteriormente haria
falta una relacion mas, asi sugirié que la ecuacién de estado del fluido se
usara para completar el esquema. Fué Lagrange [1] quien desmostré que
esto era posible, teniendo entonces un conjunto completo de ecuaciones.

El paso siguiente consiste en tratar de integrar las ecuaciones; al
menos para algunos casos particulares, tanto Euler como algunos otros
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investigadores se dieron a la tarea de hacerlo y encontraron diversas
soluciones para problemas muy especificos. Dejando de lado casos par-
ticulares, mencionamos que Lagrange logrd integrar las ecuaciones de
Euler en dos casos: 1) para flujo potencial (irrotacional: V x v = 0) y
2) para flujo no potencial pero estacionario [1]. La integracion realizada
por Lagrange junto con el trabajo realizado por Bernoulli dié lugar al
conocido Teorema de Bernoulli y con ello a multiples aplicaciones.

4. Aplicaciones

Los estudios de Euler en fluidos, ya sea en el caso estdtico o dinami-
co, tienen diversas aplicaciones algunas de las cuales fueron planteadas
y desarrolladas por él. Otras se han reconocido recientemente y nuestro
conocimiento en algunas de ellas no es tan profundo como para hablar
de ellas con detalle, sin embargo consideramos que el lector podria estar
interesado en tener citas de algunas aplicaciones.

Mencionaremos algunos de los campos de la ciencia y la tecnologia
en los cuales las ecuaciones hidrodindmicas de Euler (o sus generali-
zaciones no disipativas) son utilizadas.

4.1. Arquitectura Naval.

Como dijimos anteriormente, Euler estudio el equilibrio y la dina-
mica de los fluidos [12, 18] (ver también [5]: E64, E89, E225, E227, E258,
E260, E276, E331, E332, E375, E396, E409, E424, E494). Sus investi-
gaciones lo llevaron a establecer la teorfa moderna de barcos [5] (E4,
E27, E78, E94, E110, E111, E116, E137, E150, E413, E415, E426, E520,
E545). Dentro de sus multiples estudios destacan aquéllos relacionados
con la estabilidad hidrostatica de los barcos, que derivé integrando la
distribucion de presién en un fluido en reposo alrededor del barco; la
teoria sobre la resistencia al movimiento de los barcos al moverse en el
fluido y sus contribuciones a diversos métodos de propulsion de barcos,
oscilaciones y maniobras, entre otras investigaciones. Una caracteristi-
ca de sus trabajos puede resumirse en la siguiente frase atribuida a C.
Truesdell en relacién al trabajo realizado por Euler: First principles,
generality, order and above all clarity. La siguiente frase atribuida al
constructor naval Suizo F. H. Chapman en relacion al trabajo de Eu-
ler: Without a good theory, design is only a game of hazard!, reafirma el
comentario de Truesdell. Esta sola aplicacién de la teoria desarrollada
por Euler, y llevada a cabo por él, es mucho mas de lo que algunos
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de nosotros podemos aspirar a realizar en nuestra vida. Sin embargo,
como veremos, existen otras aplicaciones.

4.2. Sonido.

Las investigaciones de Euler también abarcaron estudios sobre so-
nido, acistica y teoria de la musica (E2, E33, E305, E306, E307, E314,
E315, E340, E457). La explicacién del sonido como una perturbacion
utilizando las ecuaciones hidrodindmicas de Euler es bien conocida [21]
y es tan directa que ilustraremos el punto a continuacion. Por simpli-
cidad consideramos una onda plana que se propaga en un gas sobre el
cual no actian fuerzas externas, para la cual se tiene que

vy (2,y, 2, t) = u(x,t), v,=0, v, =0, 2—5 = % =0. (6)
Como no existe flujo de calor podemos pensar que el proceso es adiabati-
co y para introducir la relacién entre la presion y la densidad hacemos
la hipdtesis de equilibrio local, que consiste en suponer que las leyes
de la termodinamica clasica valen localmente; asi se justifica tomar
p(z,t) = Cp(x,t)7, con C'y v constantes que de hecho son conocidas
a partir de la termodinamica si uno considera, por ejemplo, el caso de
un gas ideal. Bajo las restricciones anteriores las ecuaciones de conser-
vaciéon de masa y momento, ecuaciones (2)-(5) nos llevan al siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales parciales,

dp  Opu

o o

ou du 18p__1 dp @

ot +u8x - pox (dp)sax’ (M

donde el subindice S significa que la derivada debe calcularse con en-
tropia constante, esto es equivalente a utilizar p = C'p? donde v =
cp/cy es el cociente de los calores especificos en el caso de un gas ideal.
El estado de equilibrio esta caracterizado por densidad pg, presion py
constantes y velocidad nula ug = 0) situacién que corresponde a una so-
lucién de las ecuaciones (7). Ahora consideramos perturbaciones respec-
to al estado de equilibrio termodindmico en la forma u(x,t) = e uy(z, t),
p(x,t) = po+epi(z,t). Al substituir estos desarrollos en las ecuaciones
(7) obtenemos, aproximado hasta un orden e,

0 0
apl (x,t) + <%u1 (x,t)) po = 0,

0 0
POt (z,t) + Cypo”™ peg (z,t) = 0. (8)
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Es facil ver que tanto u; como p; satisfacen la ecuacion de onda,

O fla,t) 2 0? f(x,t)
0t? o 0a?

donde vy = /7y po/po es la velocidad del sonido [22] en el fluido y
po =Cpj.

El célculo anterior muestra en forma simple como podemos enten-
der la propagacion del sonido a través de grandes extensiones de fluido,
como es el caso de la atmésfera y el océano, utilizando las ecuaciones hi-
drodinamicas de Euler. Existen sin embargo algunos puntos que deben
considerarse con mayor detalle, uno de ellos es que el calculo anterior se
llevé a cabo linealizando las ecuaciones de Euler y de manera natural
surge la pregunta de qué sucede si uno quiere resolver las ecuaciones
no lineales; otro punto importante es que la soluciéon obtenida corres-
ponde a una onda plana que se propaga sin atenuarse (note que en
el caso de una onda esférica puede existir atenuacién geométrica). La
falta de atenuaciéon en el caso de una onda plana es resultado de no
considerar los efectos disipativos causados por la viscosidad y la con-
ductividad térmica del fluido. Finalmente el lector habra notado que
hasta el momento no hemos mencionado la temperatura (o energia in-
terna); a este respecto podemos decir que Euler (E226) menciona que
la presion en el fluido puede verse influenciada no sélo por la densidad,
sino también por otras cualidades, de hecho habla de la “cantidad de
calor” en puntos del fluido. Aun asi, hasta donde hemos podido ver no
construye la ecuacién dinamica correspondiente, que tendria que ser la
ecuacién de balance de energia. El problema de considerar efectos no
lineales lo responderemos en parte al considerar el problema de ondas
de choque. La inclusién de efectos disipativos se lleva a cabo conside-
rando las ecuaciones de Navier-Stokes que representan un modelo fisico
mas apropiado para fluidos reales, aunque las ecuaciones de Euler dan
informacion relevante. Por tltimo, la manera natural de considerar la
energia interna es a través de la ecuacién de conservacion de la energia,
que no ha sido incluida hasta el momento. Otra ley de conservacién
(o balance) que es necesario discutir es la ecuacién para el momento
angular, ésta fue considerada por Euler con el nombre de momento del
momento. El lector interesado en mayores detalles relativos a estos te-
mas puede consultar la bibliografia [7, 16]. Por completez y debido a
que la necesitaremos escribimos aqui la ecuacion de balance de energia
para el caso de un gas ideal, a saber,

§R a—T—l—v a—T—l—v a—T—l—va—T = — 8vx+8vy+8vz (10)
2P\t T e ey T ) T TP\ ar Tay 9z )

=0, (9)
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donde hemos utilizado la ecuacién calérica de estado U = 3 RT/2 en
su forma local, U es la energia interna, R una constante y T la tem-
peratura. La ecuacién de estado en su forma local para un gas ideal es
p=RpT.

4.3. Ondas de Choque.

Regresando a la ecuacién de onda, ecuacién (9), notamos que f(x —
ct), con ¢ constante la satisface, siempre y cuando para la funcién
f existan sus segundas derivadas. Esta funcién representa una onda
viajera que se mueve en el medio con velocidad ¢. Ahora queremos saber
si existen soluciones exactas (sin linearizar) del tipo de onda viajera
para las ecuaciones de Euler y la de balance de energia, con la condicion
que para cada t fijo los limites en x = +oo tengan valores definidos.
Nuevamente consideramos el caso de una onda plana ya que los céalculos
pueden hacerse en forma simple y directa. Las ecuaciones de Euler,
(2)—(5), v la de la energia (10) para el caso en que v,(x,t) = u(x,t),
p=px,t), p=plz,t),y T =T(z,t) son

dp Opu
o or —°
ou_ guy _ o
P ot “ax N oz’
3 oT oT ou

Como buscamos soluciones del tipo u(z,t) = u(z — ct), p(z,t) = p(x —
ct), T(z,t) =T (x—ct),y p(z,t) = p(x—ct), con ¢ constante, podemos
considerar un sistema de referencia que se mueve con velocidad c¢ de tal
manera que la onda permanece estacionaria, es decir, u(z,t) = u(x),
p(z,t) = p(x), T(x,t) = T(x),y p(x,t) = p(z). Asi las ecuaciones (11)
se reducen a

dpu du dp 3 oT du

g 0 g =gy pfeugr=rgn (12)

que pueden integrarse, obteniéndose
3
pu=Cy, pu’+p=Cy, §RpuT+pu+pu3/2:C3, (13)

con C7, Cs, y C3, constantes. Denotando los valores de las variables
hidrodindmicas en uno de los extremos (x = 400) con subindice 0, los
valores en el otro extremo con subindice 1, y utilizando la ecuacion de
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estado para eliminar la presién, concluimos que sélo existen dos casos
para los cuales los valores en un extremo estan relacionados con los
valores en el otro extremo. El primer caso es muy simple y corresponde
a

p1=po, T1="Ty, ui=up. (14)

En el segundo caso se obtienen las llamadas relaciones de Rankine-
Hugoniot, a saber

4p0U02 T o— _ (UO2 +5 RT(]) (—3 U02 + RT())
L= W2 +5RL, T 16 uo?R ’
2
Uo +5 RTO
= - "7 15
b 4U0 ( )

Concluimos que la unica solucién a las ecuaciones hidrodinamicas con-
sideradas con los requerimientos buscados, es la solucién constante ya
que no hay dependencia en x. Ahora bien, nos damos cuenta de que en
el segundo caso p; # po, U1 # ug, 11 # Tp, lo cual quiere decir que si en
x = +o0o tenemos los valores (pg, ug, Tp) entonces ha ocurrido un salto
de manera que en x = —oo tenemos (pi, uy, 11). Esto se reconoce en
la literatura como la presencia de una onda de choque que viaja en el
fluido con velocidad ¢ y que conduce a un cambio, en general brusco, en
el valor de las variables. Rayleigh [23] y Taylor [24] mostraron que si se
incluyen los efectos disipativos entonces es posible tener una solucién
que une a los valores dados por las relaciones de Rankine-Hugoniot, de
manera que es posible tener p(z), u(z), T(z) funciones continuas con
los valores extremos en & = +o00 dados por la ecuaciones (15). En otras
palabras es necesario considerar la ecuaciones de Navier-Stokes para
poder encontrar soluciones no constantes al problema aqui planteado.
De hecho en el caso de las soluciones obtenidas con las ecuaciones de
Navier-Stokes las soluciones obtenidas son derivables y por tanto con-
tinuas.

Quisieramos enfatizar el hecho de que atun cuando las ecuaciones
hidrodindmicas para fluidos ideales (las ecuaciones de Euler junto con
la ecuacion de la energia) no permiten soluciones continuas con valores
distintos en los extremos, las condiciones de salto de Rankine-Hugoniot
se deben cumplir para teorias hidrodinamicas mas generales; en este
sentido pensamos que las ecuaciones de Euler dan resultados relevan-
tes. Por otro lado aun cuando se puede pensar que la no existencia de
soluciones continuas para las ecuaciones de los fluidos ideales (también
llamados perfectos) es un argumento que favorece contundentemente
el uso de las ecuaciones de Navier-Stokes, es necesario mencionar que
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los matematicos utilizan soluciones discontinuas, también denominadas
soluciones débiles, que unen los dos valores valores dados por las ecua-
ciones (15). Estas soluciones débiles tienen relevancia no solo para el
problema de las ondas de choque en fluidos ideales sino también para
las ecuaciones de Navier-Stokes. Por ejemplo, el estudio de Leray [26)]
sobre soluciones débiles a las ecuaciones de Navier-Stokes, es mencio-
nado como relevante por Fefferman [27] en su presentacién al problema
(uno de los siete problemas del milenio anunciados por el Instituto de
Matematicas Clay) concerniente a la existencia y suavidad de solucio-
nes para las ecuaciones de Navier-Stokes. La razén es que una de las
estrategias para mostrar existencia de soluciones suaves es mostrar la
existencia de soluciones débiles, para después mostrar que éstas son
suaves.

Comentarios Finales

En la seccion anterior vimos algunas aplicaciones que son faciles de
describir como la Arquitectura naval, ain cuando los detalles pueden
ser dificiles de explicar, y también mecionamos dos aplicaciones de la
ecuaciones de los fluidos ideales. Creemos haber podido mostrar, de
manera breve, como Euler es sin duda uno de los pilares fundamentales
de la mecéanica de fluidos. Sin embargo, seria ingenuo pensar que des-
pués de él no ha habido desarrollos importantes o que las aplicaciones
de sus ideas terminaron con sus estudios. La aeronautica, por ejemplo,
tiene como uno de sus objetivos el diseno de aviones que disminuyan la
fuerza de arrastre y sus métodos se sustentan en la aerodinamica que
a su vez esta fundada en la ecuaciones de Euler, atin cuando en ciertas
circunstancias es necesario recurrir a las ecuaciones de Navier-Stokes
[28]. Si pensamos en la presencia que tienen los fluidos en nuestra vi-
da diaria resulta que estdn en todas partes (son omnipresentes), desde
la sangre en nuestras venas hasta los inmensos ocednos y los necesa-
rios cuerpos de agua dulce. Las ecuaciones de los fluidos perfectos son
utilizados en Oceanografia, Meteorologia y Actstica, por nombrar tres
ramas del conocimiento.

Pero no debemos pensar que todos los fluidos se describen apropia-
damente por las ecuaciones de Euler, ya hemos mencionado que cuando
los efectos disipativos son importantes es necesario extender las ecuacio-
nes de Euler y considerar las de Navier-Stokes. Pero aun estas ultimas
no describen la totalidad de fluidos en la naturaleza. Si consideramos
temperaturas altas, los atomos y moléculas que conforman la materia
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se pueden ionizar teniéndose la posibilidad de tener plasmas, el llamado
cuarto estado de la materia. En presencia de campos electromagnéti-
cos el plasma se puede describir como un fluido cargado y la disciplina
que estudia esto es denominada magnetohidrodinamica. La influencia
de Euler queda de manifiesto al notar que en muchos casos a las ecua-
ciones correspondientes se les llama ecuaciones de Euler, aun cuando se
consideren los efectos de campos electromagnéticos. Aunque los plas-
mas no nos son tan familiares, son abundantes en el cosmos y muchas
de las aplicaciones de la magnetohidrodinamica se hacen en esta direc-
cién, pero siendo la astrofisica una disciplina ajena a los autores nos
conformamos con mencionar que las ideas de Euler han fructificado en
esta direccion.

Para concluir quisiéramos mencionar el tremendo impacto que tuvo

en nosotros conocer con mayor detalle la obra de Euler, la cual es
monumental no sélo en la hidrodinamica.
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Un ejemplo patente de ello ocurrié con la llamada “paradoja de
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ler estableci6 claramente la paradoja y a su vez hizo notar que el
caso considerado por D’ Alembert era aplicable solamente a flujos
irrotacionales y éstos constituyen un caso especial; basta considerar
flujos no irrotacionales para que la paradoja no se presente. Una
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