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1 Modelización, análisis y control: una trilogía universal 

En 1986, el Consejo Internacional de Uniones Científicas decidió poner en marcha el IGBP: Programa Internacional 
Geosfera-Biosfera, llamado comúnmente Cambio Global (Global Change en inglés). En la descripción de sus objetivos 
principales se indicaba: 

"... describir y comprender los procesos interactivos de origen físico, qmm1co, biológico que regulan el 
sistema de la Tierra, Jos cambios que se producen en el sistema y Ja forma en que los factores humanos 
influyen sobre estos cambios". 

El programa inicial ha ido tornando cuerpo desde entonces, completando decisiones anteriores tomadas en el marco 
de Ja Organización Meteorológica Mundial de las Naciones Unidas y de la UNESCO. Pero, ¿hasta que punto es posible 
desarrollar este programa? 

Los progresos en el conocimiento de nuestro planeta han dejado patente, de modo cada vez más incuestionable, 
cómo las acciones humanas pueden llegar a modificar el clima a largo plazo e incluso las condiciones meteorológicas 
en un plazo más corto de tiempo. Las respuestas a las necesidades energéticas de la sociedad tienen, en nuestros días, 
múltiples lecturas y dejarán de ser evidentes en siglos venideros. Cada vez hay una mayor atención a las causas e 
intentos de mitigación de las catástrofes llamadas "naturales": lluvias torrenciales, tornados, tifones, etc ... Lo mismo 
sucede con los peligros para Ja salud derivados de la polución en nuestras ciudades. 

El estudio del conjunto de tocias esas cuestiones desborda claramente el ámbito propio de cada una de las disciplinas 
científicas clásicas consideradas aisladamente. Sin embargo, el estudio de esa problemática utiliza, cada vez en mayor 
grado, una "herramienta", que podríamos catalogar de universal en atención a su gran versatilidad para su aplicación, 
constituida por las Matemáticas, los superordenadores y el control". 

De manera general, la5 coordinación entre las Matemáticas y los superordenadores es imprescindible. Hoy día no 
cabe Ja menor duda que una Matemática que prescinda de la ayuda de los máximos recursos de cálculo de su tiempo no 
podrá ofrecer las respuestas cuantitativas que demandan sistemas tan complejos corno el del sistema climático. Siendo 
esto obvio, no lo es menos que esas capacidades de computación y Ja enorme cantidad de datos hoy disponibles serían 
absolutamente inútiles sin la ayuda de modelos matemáticos. La simbiosis se asemeja a la típica entre software y 
hardware. Pero, si esto es así, ¿qué contribuciones puede aportar esa simbiosis al estudio global del sistema climático? 

La capacidad de memoria de los superordenadores permite almacenar y analizar cantidades crecientes de datos 
resultados de medidas, operaciones que sin los ordenadores serían imposibles de realizar. U na vez accesibles estos 
datos y gracias al progreso en el conocimiento fundamental de los fenómenos involucrados, es posible Ja modelización 
matemática y, en una fase ulterior, Ja necesaria validación de los modelos. 

El estudio de sistemas complejos es posible, en nuestros días, gracias a una metodología global que podríamos 
denominar trüogfa un·iversal: la modelización matemática, el análisis y la simulación mediante superordenadores, y 
las acciones correctivas, destinadas a "mejorar la situación", en resumen, el control (Díaz y Lions [15]). 

Es imprescindible comenzar por la modelización de los elementos más simples, los "bloques básicos". Después, 
conviene estudiar las distintas correlaciones, las reacciones de componer unos elementos sobre otros, lo que llamaremos 
aquí ·intera.cciones (en inglés feedbacks: terminología que resulta algo ambigua cuando nos interesemos por el control 
del sistema). Se trata de interacciones que conducen a la articulación de esos bloques básicos y con ello a la construcción 
de grandes modelos y sofisticados códigos informáticos. 

Además, el progreso de los conocimientos científicos y Ja abundancia extraordinaria de datos, en particular de Jos 
datos obtenidos por satélites espaciales, permiten ir más allá en la elaboración de los modelos. Cada vez son más 
numerosos los fenómenos que pueden ser tenidos en consideración, en especial los que conciernen a Ja b'iosfera y Ja 
cTiosfera. Modelos clásicos para Ja atmósfera y el océano líquido son cada vez más fielmente validados. 

Como es natural, en ese camino también aparecen dificultades. Las escalas espaciales son muy variadas, del cen­
tímetro (o menos) a decenas de miles de kilómetros, y las escalas temporales involucradas son también muy diferentes: 

1 Conferencia irnpartida el 14 de rnarzo de 2001 en la Fundaci6 Caixa de Sabadell, dentro del ciclo "Models rnaten1atics en la ciencia i 
en la societat". 
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de las de los casquetes polares a las de la evolución de las plantas. Es de esta manera, haciendo frente paulativarnente 
a estas dificultades, como se construye, bloque a bloque, una jerarquía de modelos matemáticos cada vez más completa 
con la idea de que los modelos sean cada vez más fielmente validos. 

Pero volvamos al clima. Su evolución se rige por un apilamiento, un edificio, donde muchos de los ladrillos de 
base son caóticos, y con unas condiciones iniciales que, cualquiera que sea el horizonte en el que uno se sitúe, no son 
conocidas más que parcialmente, ¿será entonces impredecible? 

Para empezar, la cuestión no es nueva. La turbulencia, especie de caos a la vez temporal y espacial, preocupaba ya 
a Lucrecio (entre el 95 y el 55 a. C.). La turbulencia no es más fácil de definir que el caos, ni que el propio concepto 
de complejidad. Sin embargo, no hay ninguna ambigüedad al afirmar que la turbulencia es un fenómeno complejo, de 
hecho, uno de los grandes problemas del final del siglo XX. La consideración de la sensibilidad de los modelos ante los 
datos y las escalas es pues de una importancia capital. 

Se nos presenta, pues, una jerarquía de modelos; numerosos centros de investigación y de previsión van a comparar, 
en los años venideros, métodos y resultados. ¿,Qué tipo de decisiones tendrán que tomar? 

Los distintos modelos actuales no dan todavía resultados totalmente similares, a veces incluso sus consecuencias 
son opuestas. Pero todos indican cambios: la mayoría un aumento medio de la temperatura. Y no existe ninguna 
prueba de lo contrario, es decir, "que no pasa nada" o "que lo que pasa es irrelevante". El sentido común obliga, por 
tanto, a tomar medidas de "seguridad". Medidas conservadoras destinadas a parar, o al menos a ralentizar, todo lo 
que es claramente nocivo. Éste es precisamente el comienzo de decisiones afortunadamente tornadas, por ejemplo, en 
el protocolo de Montreal en septiembre de 1987. 

Es más que probable que los cambios que se produzcan se notarán positiva o negativamente según las regiones, los 
estados o las economías. "Conflicto de intereses" clásico en Economía. Entramos así en un tema nuevo, inmenso, un 
tema mixto que mezcla Jos modelos climatológicos y los modelos económicos. 

Para precisar algo más esa interacción hace falta una relación de las variables de control: impuestos, normas de 
emisión de gas con efecto invernadero, reglamentación sobre la contaminación, etc. También conviene no "congelar" 
en análisis demasiado rápidos variables que de hecho deben ser consideradas como controles. A continuación es 
preciso construir las funciones de coste, los criterios que hay que optimizar y que hacen intervenir restricciones físicas 
y económicas. Estos criterios son locales, casi individuales, nacionales, regionales o mundiales. Hará falta incluir 
"costes ecológicos", que habrá que definir. No hay ningún motivo para que, en estas condiciones, exista una solución 
óptima. Estamos ante una situación de criterios múltiples donde la única esperanza de llegar a políticas (o controles) 
aceptables pasa por la cooperación para los que resulta pertinente utilizar la noción de equilibrio introducida por vV. 
Pareto ( 1848-1923). 

La aplicación de la metodología de la tr·ilogía ·universal podrá mostrar tendencias y permitirá realizar algunos 
escenarios globales. Su aplicación a problemas "locales" ya ha dado lugar a numerosos éxitos: gestión óptima de la 
energía hidráulica, redes de transporte de energía, etc. Es por esto que nos parece muy probable que se pueda ir más 
lejos en temas aún pendientes: gestión del "sistema de aguas", control de la evolución de los sistemas vivos en océanos, 
lagos, estuarios, lagunas, aguas subterráneas, etc. 

Es evidente que la aplicación de la trilogía universal no basta, por sí misma, para resolver el conjunto inmenso de 
problemas planteados en torno al sistema climático. Muchas otras disciplinas están también implicadas en ese reto. 
Pero si la aplicación de la trilogía no resulta suficiente para el estudio y la comprensión del sistema del planeta Tierra, 
hoy día es ya un hecho constatado que su aplicación sí es poco menos que necesaria. 

2 Un ejemplo: modelos climáticos de balance de energía. 

Aunque en la conferencia se abordaron diferentes modelos atmosféricos y oceánicos, la presente exposición se limitará 
tan sólo a una clase de modelos climáticos: los denominados de balance de energía. 

Antes de entrar en detalles conviene apelar a la importante diferencia entre Climatología y Meteorología en atención 
a la muy distinta escala temporal qne los caracteriza. En el segundo caso la predicción se pretende con gran exactitud 
por lo que el período en consideración se suele limitar a días y, a lo sumo, un par de semanas. La predicción suele 
requerir métodos computacionales que contrastan con los de naturaleza más cualitativa utilizados en Climatología 
para el análisis y diagnóstico, sobre modelos simplificados, a grandes escalas temporales que van desde la década a las 
decenas de siglos. 

No viene mal acudir a la definición que un exporto de reconocido prestigio (Schneider [39]) propone sobre la noción 
de clima: Estado promediado de la atmósfera observado como tiempo meteorológico sobre un periodo finito de tiempo 
a lo largo de los años. En los estudios climáticos, la incógnita no es tanto la temperatura puntual e instanté'inea, T(x, t), 
que viene determinada por los principios de la Termodinámica sino los promedios espaciales y temporales definidos a 
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partir de tal temperatura 

1 1t+r 1 1i(x,t) = 2 IB( JI T(y,s)dyds. 
T X t-r B(x) 

Una de las clases de modelos climáticos más elementales, pero de gran valor de diagnóstico, son los llamados de 
balance de radiación de energía. Aunque los antecedentes se puedan remontar a un trabajo de S. Arrhenius de 1896, 
se podría decir que tal tipo de modelos fueron propuestos independiente pero simultáneamente, en 1969, por M.I. 
Budyko ([6] y W.D. Sellers ([40]). 

2.1 Modelización 

Los modelos obedecen a un sencillo balance entre las distintas energías (la parte absorbida de la emitida por el Sol, 
Ra y la emitida por la Tierra como cuerpo caliente, Re) y los términos que expresan la variación de energía calorífica 
en términos de la capacidad calorífica y de la derivada de la temperatura promediada y la redistribución espacial, D; 

Una deducción más cuidada puede ser llevada a cabo partiendo de la ecuación de conservación de la energía interna 
y aplicando los operadores de promedio involucrados en la definición de u(x, t) (véase, por ejemplo Kiehl [27]) 

En todo caso, es obvio que se requiere más información para poder "cerrar" el modelo de manera que quede expre­
sado únicamente en términos de la temperatura promediada u(x, t). Esa información adicional puede ser entendida 
corno adecuadas leyes de estado que describiremos a continuación. La fracción de radiación absorbida se expresa como 
Ra(u) = Q(3(u) donde (3(u) es el coalbedo planetario y Q es la constante solar cuyo valor actual es de Q=342.5W/m2 . 

La función coalbedo torna valores comprendidos entre O y 1, y representa la fracción de energía recibida que es ab­
sorbida por la superficie: en otras palabras, el cociente entre la energía absorbida y la energía incidente. En zonas 
cubiertas de hielo refleja más la luz solar que, por ejemplo, en los océanos y, por tanto, el coalbedo es mayor en estas 
últimas. Se observa que existen zonas muy próximas con coalbedos muy diferentes. En los modelos de balance de 
energía se considera una variación rápida del coalbedo en un entorno de una temperatura crítica que usualmente se 
torna corno u = -10º0 y que corresponde a la temperatura en la qne el hielo pasa de ser transparente a blanco. En 
el modelo propuesto por Budyko, (3(u) es discontinua. 

u< -10, 
u= -10, 
u> -10, 

(1) 

En el modelo propuesto por Sellers, se supone que (3(1i) es una función más regular (Lipschitziana, al menos) como 
por ejemplo 

(2) 

con 'lLi y ·iiw temperaturas fijadas y cercanas a -10°0. 
El otro ingrediente en el balance es la radiación que por enfriamiento emite la Tierra. Esta energía emitida, Re (u), 

es representada de dos modos distintos según los autores antes mencionados. En el modelo de Sellers Re(·u) se expresa 
escribiendo 1i en grados Kelvin (por tanto·¡¿> O) y utilizando la ley de Stefan-Boltzman 

Re (u)= cr(u)u'1 (3) 

donde cr es una función regular, positiva y acotada que representa la emisitividad. En el modelo de Budyko se 
argumenta que dado que las variaciones observadas son pequeñas basta considerar una linealización de esa ley en 
torno a la temperatura media terrestre del momento (aproximadamente 15º0) por lo que se torna una expresión lineal 
con coeficientes obtenidos mediante observación por satélite 

(4) 



con By C parámetros positivos (en la actualidad A= 210W/m2 , C = l.9W/m2 y que incluyen fenómenos empíricos 
tales como el efecto invernadero, cambios antropogénicos, etc. Son las llamadas variables internas. 

Pero pasemos al primer escalón de modelos distribuidos de balance de energía. La necesidad de tomar modelos 
más sofisticados que el cero dimensional es obvia pues todos sabemos que en ciertas zonas del planeta la vida es rm\s 
agradable que en otras debido a la diferencia de climas. Una primera precisión a lo anteriormente expuesto consiste 
pues en suponer ahora que 

Ra = Ra(x,u) = QS(x)f3(u) 

con S(x) la llamada función de ·insolación anual que es una función regular y con valores positivos (cuando se toman 
escalas temporales menores se ha de suponer S = S(x, t) tomado valores nulos durante los periodos de "noche polar". 
Ésa es la función que M. Milankovitch calculó minuciosamente, en 1920, para tiempos pasados por medio de la Mecánica 
Celeste y que le permitió ofrecer una justificación de las glaciaciones pasadas. Por otra parte, en lo concerniente a la 
energia de emisión, es natural suponer que 

Re= Re(x, ii) 

con Re(x, t!) dada como antes salvo que ahora u= u(x, u), y B = B(x), C = C(x). 
Un primer modelo en esta dirección se obtiene al considerar la temperatura superficial promediada en el tiempo 

anual o estacionalmente y en el espacio sobre paralelos de anchura infinitesimal. La razón de considerar tales promedios 
espaciales se debe a que las observaciones disponibles muestran que la convección meridional es considerablemente 
pequeña frente a la longitudinal. La consideración de la dependencia espacial de la temperatura introduce en el 
balance un nuevo término, la redistribución de calor, que viene dada mediante un operador de difusión de segundo 
orden. Como es acostumbrado en Mec;'inica Celeste, se suele introducir una nueva variable x E (-1, 1) dada por 
x = sen>. con >. la latitud. Incorporando al anterior balance un término de difusión, la evolución de la temperatura 
superficial ·u(x, t) aparece gobernada por la siguiente ecuación parabólica semilineal, 

c(x)ut - (k(l - x 2 )ux)x = Ra(x, u) - Re(x, u), X E (-1, 1), t >O, (5) 

donde e( x) es la capacidad calorífica y k el coeficiente de difusión (que a veces se supone dependiente de la posición 
x, de v, o de la variación de la temperatura iix), tomando c y k valores positivos (véase, por ejemplo, North [37]) 

Nótese que la ecuación (5) es degenerada pues el coeficiente del gradiente Ux se anula en los extremos (e. d. en 
los polos). De hecho, otro tipo de degeneración puede aparecer en ciertas variantes de estos modelos. Así, P.H. Stone 
[42] propuso un coeficiente de difusión de la forma k = k(x,u, \l·u), en particular k = b(x)IV·ul, con el fin de incluir los 
efectos negativos producidos por las corrientes atmosféricas de gran escala. En este caso, la ecuación semilineal (así 
llamada pues el término no lineal no afecta a las derivadas de la incógnita) (5) pasa a ser una ecuación cuasilineal (en 
la que ahora el término no lineal involucra a las derivadas espaciales de la incógnita) 

(6) 

con p = 3 (el caso genérico 1 < p < oo tiene la virtud de incluir también en su seno a la ecuación semilineal cuando 
se toma p = 2). 

Pasemos ahora caso bidimensional. Existen interesantes variantes y generalizaciones de los modelos unidimen­
sionales (5) y (6). Por ejemplo, el estudio de la distribución de la temperatura superficial promediada como función 
del tiempo, de la latitud y también de la longitud da lugar a una ecuación no lineal en derivadas parciales de tipo 
parabólico 

c(x)1t¡ - div(k\lu) = Ra - Re (7) 

que ahora tiene lugar sobre una superficie que representa a la superficie terrestre. En una primera aproximación se 
puede identificar esta superficie con la de la esfera unidad (tomando como unidad el radio de la Tierra) y que se suele 
denotar como la superficie § 2 de ~3 . En ese caso, usando coordenadas esféricas, a; = (cos (/)Sen.A, cos (/JCos>.,sen>.) se 
tiene la identificación con los puntos de un rectángulo del plano introducida en 1568 y comunmente denominada como 
proyección de G. Mercator (1512-1594). 

Cuando, por ejemplo, k = 1, aparece el llamado operador de Laplace-Beltrmni que admite una expresión directa 
en términos de las derivadas parciales de ii con respecto a,\ y a (f. De hecho, si se supone que ·u(,\ (f, t) =u(,\, t), es 



decir u es independiente de <p entonces encontramos el operador en derivadas parciales de (5). En esta formulación se 
hace evidente que no se ha de añadir condición de contorno ninguna. Sin embargo, la anterior modelización mediante 
coordenadas esféricas no es totalmente satisfactoria por dos razones distintas. En primer lugar, la parametrización de 
la latitud provoca singularidades en los polos (la derivabilidad de la incógnita en esos puntos está defectuosamente 
contemplada). Pero además, es bien sabido que la superficie terrestre no es exactamente una esfera. Por estas razones, 
el marco matemático adecuado para formular más correctamente el modelo bidimensional es el de las variedades 
diferenc'iables. La idea es recubrir la superficie en estudio, que ahora denotaremos por M, por un conjunto de abiertos 
U tales que posean una "buena" proyección (un d·ifeomorfismo) sobre una parte del plano if; : U ---> JE.2 y de tal 
manera que exista una buena transición de una "carta" (así es como se denomina al par (U, if;)) a otra ((V, ·if;)) si es 
que existe un solapamiento entre ellas. Las distancias y los ángulos, correctamente definidos por el producto euclídeo 
de vectores de JE.2 , pueden ser extendidos a la variedad M generándose así una métrica (se dice entonces que M es 
una variedad Riemanniana bidimensional). En nuestro caso pediremos también que esa variedad sea "compacta y 
sin borde". Finalmente, los operadores diferenciales, gradiente de una función escalar y divergencia de una función 
vectorial, pueden extenderse también al caso de funciones definidas sobre M con lo que se puede dar perfecto sentido 
a la ecuación (7) (véase, por ejemplo, Díaz y Tello [18]), 

También han sido formulados numerosas variantes a los modelos citados anteriormente. Entre ellos figuran modelos 
de balance de energía con un término estocástico de nt'ido blanco para incorporar las repercusiones por la acción de los 
volcanes (véanse North [38] y el tratamiento matemático en G.Díaz y J .L Díaz [7]), Otro aspecto que también ha sido 
estudio en la literatura se refiere al carácter periódico en tiempo de la función de insolación S = S(x.t). Este hecho 
conduce a los llamados modelos estacionales en los que la unidad ele la escala temporal es la una estación y en los 
que se supone que S es anualmente periódica. Mencionemos también un tipo de modelos unidimensionales formulados 
mediante ecuaciones integro-diferenciales (véanse Budyko [6] y Held y Suarez [23]) 

81i ¡1 

c(x) at = Ra - Re+ 'Y( u(x, t)dx - u(x, t)). 
-1 

Modelos climatológicos de balance de energía más sofisticados son formulados corno un sistema de ecuaciones en 
derivadas parciales para la temperatura atmosférica, la temperatura superficial y la humedad (véase Hetzer Jarausch 
y Mackens [26] y su bibliografía). 

Pese a las sofisticaciones mencionadas en la última observación es claro que si "completamos" un modelo simple, 
corno es el de balance de energía, con muchos otros factores éste puede llegar a perder el valor de su simplicidad y 
convertirse en un modelo complejo a semejanza de los de Circulación General. 

2.2 Sobre el análisis matemático y numérico de los modelos 

Comencemos considerando el modelo cero-dimensional en el que, tras renormalización de la escala temporal, podemos 
suponer siempre que c = 1, es decir, se trata del problema (de los denominados de Cauchy) 

{ 

du 
dt = Ra(u) - Re(u), 

u(O) = u0 . 

(8) 

La existencia de una única sohiC'ión clás·ica local, es decir, tal que u E Cº([ü,T)) n 0 1(0,T), para algún T >O 
y verifica la ecuación en todo punto, se situa dentro del marco de los trabajos pioneros de Auguste Cauchy (1789-
1857), Giuseppe Peano (1858-1932) y Auguste Picard (1884-1962), cuando se supone que Ra(u) y Re(u) son funciones 
"regulares" (de hecho basta que sean Lipschitz continuas) corno es el caso de las hipótesis estructurales propuestas por 
Sellers. Además, cómo también se supone que Ra es una función acotada y Re creciente, esa solución local se puede 
extender, de manera única, a una sol·ución clásica global definida en todo el intervalo [O, oo). 

El estudio del problema bajo las hipótesis propuestas por Budyko, con Ra discontinua, es notablemente diferente. 
Los problemas de Cauchy para funciones discontinuas han sido ampliamente estudiados en la literatura, desde las 
contribuciones de Constantin Caratheodory (1873-1950). En ese caso, no cabe esperar que exista una solución local 
cléisica u(t). Sin embargo, es posible mostrar la existencia de, al menos, una soluc'ión local fuerte, es decir tal que 
u E C([O, T)), ~~ existe (y es, al menos, una función localmente integrable) y la ecuación se verifica en todos los puntos 
de [O, T) salvo, a lo snmo, ·tm subconjmito de medida nula. 

El paso de solución local débil a solución global fuerte tampoco presenta una especial dificultad en virtud de las 
hipótesis supuestas sobre Ra y Re, 

Corno se ha indicado, la demostración de la unicidad de soluciones es standard en el caso Lipschitz (modelo de tipo 
Sellers) pero, sin embargo, pasa a ser una cuestión mucho más delicada cuando Ra('u) es discontinua en n (modelo 
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de tipo Budyko). De hecho, la consideración de ese tipo de cuestiones conduce a reformular el problema (8) como un 
problema de tipo multívoco. En efecto, el valor de la función Ra(u) en el punto de discontinuidad 1L = -10 (recuérdese 
que Ra('u) = Qf3('u) con f3 dada por (1)) no puede ser definido con precisión por lo que es conveniente suponer que 
a ese punto se le asigna todo el intervalo, es decir, /3(-10) = [/3i,/3wl· Ahora se suele identificar /3 con su grafo 
(como subconjunto de !R2 ) y, dado que Ra(u) se supone no decreciente en u, ese grafo pertenece a la clase de los 
llamados grafos maximales mon6tonos (la condición de maximal le viene por la imposibilidad de incluir ese grafo en 
otro monótono mayor: véase Brezis [.5]) .. En este contexto, el problema (8) debería ser escrito más propiamente como 

{ 

d:u 
dt E Ra(u)- Re(u) en (O,oo), 

u(O) = uo, 

y entenderlo en el sentido de que existe un par de funciones u y b, con 

tales que 

b(t) E f3(u(t)) para casi todo t E (ü,oo), 

{ 

dit (t) = Qb(t) - Re(tt(t)) para casi todo t E (O,oo), 
dt 

u(O) = ua. 

(9) 

(10) 

(11) 

Una vez hechas estas precisiones, en lo sucesivo, no haremos ninguna distinción en los símbolos utilizados para 
describir las ecuaciones asociadas a una función Ra (u) (o /3) que unas veces pueda ser supuesta regular y en otras 
un grafo maximal monótono, entendiéndose que en el último caso se han de introducir matizaciones del estilo de las 
anteriormente expuestas. 

Pero volvamos a la cuestión de la unicidad de soluciones para el caso de Ra(u) (o /3) multívoco. Para ilustrar 
globalmente la situación que se presenta ante esa disyuntiva es útil comenzar estudiando el conjunto de soluciones 
estacionarias u 00 de (8), es decir, tL00 E IR satisfaciendo 

(12) 

El conjunto de soluciones de (12) depende obviamente de la elección de Ra y Re así como de los diferentes valores 
de los parámetros. Es especialmente relevante analizar las distintas soluciones que se presentan cuando se varia la 
constante solar Q. Si, por simplicidad, suponemos Re('u) lineal, el efecto similar a variar Q es el de variar las rectas 
generadas por Re (u) con lo que se llega a diferentes casos que son esquematizados en la Figura 1 para el caso de una 
Ra.(tt) de tipo Sellers (véase (2)) 

Figure 1: Intersección es entre las dos gráficas obtenidas para diferentes valores de Q 

Se obtiene un diagrama de bifurcación como el de la Figura 2 que permite ver el número de soluciones para un 
valor dado de Q. 

Volviendo al caso del problema de Cauchy para Ra( u) (o /3) multívoco, es sencillo ver que sí, por ejemplo, tomamos 
Q tal que ·u;,, = -10 sea una de las tres soluciones de equilibrio tL~ < u;,, < u~, entonces el problema de Cauchy (8) 
(o, más propiamente, (9)) con dato inicial 'tLo = -10 tiene infinitas soluciones. En efecto, ·u1 (t) = -10 es una solución, 
en ese caso tomaríamos b = - 103+c E ,6(-10). Dos soluciones distintas vienen dadas por 
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Figure 2: Diagrama de bifurcación en función de la constante solar Q para el modelo de tipo Sellers 

{ 

du3 
c-(t) = Qf3w - fru3(t)- e, 

dt 
u3(to) = -10. 

Además, como la ecuación de (8) es aut6norna (las funciones Ra(·u) y Re(u) no dependen explícitamenete de t) es 
claro que las funciones 

y 

t E [to, to+ cr], 
tE [to+cr,oo), 

t E [to, to+ cr], 
t E [to+ cr,oo), 

son también soluciones de (8), independientemente del valor de CT > O. Finalmente, estudiando el signo de Ra - Re es 
fácil obtener una descripción dinámica del comportamiento cualitativo de la soluciones 

El estudio del comportamiento cuando t --> oo puede ser llevado a cabo fácilmente bajo hipótesis mucho más 
generales. Si comenzamos por abordar el caso en el que Ra y Re son funciones regulares monótonas (con Re acotada) 
encontraríamos primero que el diagrama de bifurcación sigue siendo, en sentido amplio, una curva en forma de "ese" 
con al menos dos puntos de retorno. Analizando el problema lineal·izado podríamos comprobar que las ramas crecientes 
de la curva de bifurcación están formadas por estados (puntos en nuestro caso) estables (ante "pequeñas" variaciones 
del dato inicial) y las decrecientes por estados inestables. Si tomásemos para Q el valor estimado en nuestros días, 
veríamos que la solución u~ representa la temperatura globalmente promediada del planeta (cercana a 15° C). La 
solución u!, es una solución extraña inestable y la i¿~ corresponde a un posible estado de glaciación (nótese que es 
inferior a -10° C) que es también estable. 

De hecho, el estudio de la estabilidad puede ser fácilmente extendido al caso de perturbaciones iniciales arbitrarias 
(no necesariamente "pequeñas"). En efecto, es fácil ver que la func'i6n potencial 

F(u) = -1~ (Ra(v) - Re(v))dv, (13) 

(con •¡¿' arbitrariamente fijado) es una función de Lyapunov pues 

dF (d-u )2 

-(u(t)) = - -(t) 
dt dt 

Así, los mínimos relativos de F corresponden a soluciones estables y los máximos relativos a soluciones inestables. 
Del diagrama de bifurcación es fácil deducir que si Q decrece desde su valor en nuestros días (por ejemplo debido a 
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una polución atmosférica generalizada, por la acción simultánea de numerosos volcanes, por la caida de un enorme 
asteroide sobre la Tierra, ... ) la temperatura estacionaria asociada u3(Q) tendría que comenzar a disminuir (o, lo que 
es lo mismo, el punto (Q,'u3(Q)) bajaría por la izquierda del diagrama). Si Q atravesase un cierto valor crítico (Qc, 
el correspondiente al punto de retorno de la curva) la temperatura tendría que decrecer dramáticamente hasta buscar 
otra temperatura promediada estable u!(Q1 ) que correspondería a una glaciación. El camino inverso también sería 
abrupto, pues partiendo de lt!(Qi) si ahora Q aumentase (debido al cese de las causas que llevaron a su disminución) 
tendríamos que ascender por otro camino, no coincidente con el anterior, hasta alcanzar una temperatura estable 
'11,3 ( Q1 ). Es el fenómeno conocido como h'istéresis que ocurre con gran frecuencia en la naturaleza y en muchos otros 
sistemas (véanse, por ejemplo, Krasnoselskii y Pokrovskii [28] y sus referencias). Procesos de ese tipo son tarnbien 
típicos de la Teoría de Catástrofes (Thom [44]). 

El interés de los modelos de balance de energía estc'í motivado precisamente por este tipo de resultados que muestran 
la sensibilidad de la solución con respecto a pan'Ímetros de g,Tan importancia como es la constante solar Q. Pero, ¿se 
mantendrán ese tipo de resultados para modelos de balance de energía no homogéneos más realistas en los se que 
incorpore la difusión espacial de temperaturas?. 

Escalando en complejidad, consideremos ahora el modelo de balance de energía bidimensional asociado a una 
representación de la superficie terrestre corno una variedad Riemanniana bidimensional compacta y sin borde (como, 
por ejemplo, M = § 2

). Recordemos que una formulación posible es la de encontrar lt = u(x, t) con (1;, t) E M X [O, oo) 
tal que 

(
P) { c(1;)'tL¡ - d-iv(k\lu) = Ra(x, ii) - Re(x, u) 

u(1;,0) = ii0 (x) 
en M x (O,oo), 
en JvL (14) 

Observemos que si suponemos }vl = § 2 y si las funciones c(x), Ra(x, ii) y Re(x, u) sólo dependen de la latitud entonces 
cada solución ·ti1 (x, t) del problema unidimensional (5) genera una solución u.2 (x, y, t) del modelo (14) mediante rotación 
alrededor del eje terrestre, i.e. 1t2(x,y,t) = ·u1(sen<p,t) donde (x,y) E § 2 y ip es la latitud. 

Corno en el caso del modelo cero-dimensional, los resultados de existencia y unicidad de soluciones de (5) son de 
diferente naturaleza según que se suponga la función Ra discontinua (o multivaluada) o no. La existencia de, al menos 
una, solución, supuesto el dato inicial regular, puede probarse sin dificultad mediante diferentes métodos. La cuestión 
de la unicidad de soluciones cuando Raes discontinua es mucho más delicada (en contraste con el caso en el que Raes 
Lipschitz continua). En primer lugar, es posible mostrar mediante contraejemplos que la unicidad se vulnera cuando, 
por ejemplo, el dato inicial toma su máximo o mínimo al nivel ·1to = -10. Sin embargo, si el dato inicial ·1i0 atraviesa 
el nivel llo = -10 de manera "no degenerada" (V1io(xo) f O en los puntos Xo E M donde llo(xo) = -10) entonces se 
mantiene la unicidad de soluciones (Díaz y Tello [18]). 

Antes de analizar la cuestión de la estabilidad y bifurcación de los estados estacionarios, merece la pena entretenerse 
en mencionar un aspecto notable que, a diferencia del caso del modelo cero-dimensional, cobra ahora sentido. Nos 
referimos a la simulación de las fronteras l'ibres separando las zonas ele la Tierra cubiertas por hielo y nieve. Recordando 
los argumentos aludidos para la parametrización del distinto albedo terrestre, tales curvas vendrían definidas como 
las curvas para las que se produce una transición brusca en el co-albedo, es decir, sobre las que se ha de tener que 
·ti = -10. El modelo mejor adaptado para tal simulación es el de tipo Budyko en el que se supone que el co-albedo se 
representa por una función discontinua. 

Si, por simplicidad, retornamos al caso unidimensional (véase (5)) las fronteras libres ahora pasan a ser puntos 
(desconocidos a ¡wior·i) separando la zona cubierta de hielo y nieve { x E [-1, 1] : 'u(x, t) < -10} del resto. Supongamos 
que esos puntos se limitan a dos S'+(t) y 8_ (t) que corresponden a las latitudes que "representan" los promedios de las 
fronteras de los dos casquetes polares. Se tiene pues que u(S'±(t), t) = -10. El intervalo temporal ele definición de las 
interfases S'+(t), .''L(t) no es siempre [O,oo) sino que depende fuertemente de los datos Q, S(x), de la especificación de 
Ra(x,'ll) y del dato inicial iio(x). Puede probarse (Xu [45]) que S'+(t) y .'L(t) son funciones C00 (al menos mientras 
no colapsen) que evolucionan según la ecuación diferencial 

'3' () _ k~1ltx(8+(t)-,t)-1ltx(8+(t)+,t)] 
'+ t - Q8(8+(t))(f3¡ -(3i) 

y la análoga para S''_ (t), donde se ha utilizado la notación genérica de f(t)+ = limhlO f(t + h). El caso bidimensional 
es rná.s delicado 

En ocasiones, la representación del borde de los casquetes polares por medio de una curva sobre la superficie M 
no es enteramente satisfactoria pues irm'\genes emitidas desde los satélites muestran extensiones, que pueden llegar a 
tener un espesor de 40 km, en donde es dificil, sino imposible, decidir si se trata de agua o hielo. Una formulación 
matemática de ese tipo de situaciones equivaldría a suponer que el conjunto NI(t) = {x E Jvl: 'll(1;, t) = -10} tuviese 
rnedicla positiva. A veces se denomina a tal conjunto cómo zona pastosa (rrmshy región , en inglés) por su similitud 
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con regiones similares provenientes de la modelización de problemas de Stefan de cambio de fase. Es posible mostrar 
que si •¡¿ es solución del problema (14) entonces tal conjunto se reduce a un conjunto de curvas que no puede tener 
medida positiva. Por el contrario, en el caso del modelo cuasilineal (6), propuesto por Stone, en el que k = l'Vttlp- 2

, 

se tiene que el conjunto NI(t) puede tener medida positiva si p > 2 (Díaz [13]). 
Los estados de equilibrio u00 (x) del problema (14) son ahora bastante más complejos que las constantes que 

aparecían en el modelo cero-dimensional. Ahora vienen dados como soluciones del problema estacionario 

(15) 

Como Re(., u00 ) es creciente en u, la ecuación (15) tiene carácter de problema no Uneal del t'ipo de mttovalor y así, 
la multiplicidad de soluciones depende fuertemente de los diferentes valores del parámetro solar Q. Usando técnicas 
clásicas de análisis no lineal (tales como el método de continuación y el Teorema de la función implícita (véase, por 
ejemplo, Zeidler [46]).se prueba que, bajo adecuadas condiciones, al igual que en el diagrama de bifurcación del modelo 
cero-dimensional, hay una curva de bifurcación que comienza en un estado u~ cuando Q = O y tiende al infinito si 
Q ---+ +oo, teniendo además un número par de puntos de retorno correspondientes a Q = Q~ y Q = Q~. De esta 
manera, si Q < Q~ o Q > Q~ hay unicidad de soluciones y si Q E (Q~,Q~) existen al menos tres soluciones (un 
resultado más fino puede hallarse en Arcoya, Díaz y Tello [1]). 

El estudio de la estabilidad de los estados estacionarios puede llevarse a cabo por medio de distintos métodos. Un 
primer resultado en esa dirección es el que muestra que el llamado conjunto w-límite, 

w(u) = {1t00 : M---+ lR: 3tn---+ +oo para los que u(tn,.)---+ u00 }, 

est<'i formado únicamente por soluciones de (15) (Diaz, Hernandez y Tello [14]). La estabilidad ante "pequeñas 
variaciones" del dato inicial se puede analizar por medio del principio de esta.bilida.d Unealizada cuando se supone que 
las funciones Ra (o, lo que es lo mismo, (3) y Re son derivables respecto de u. El problema linealizado en torno a un 
estado estacionario u 00 es también de tipo de autovalores 

-div(k'Vv)- [QS(31 (1t00)- ~Re(x,u00)]v =AV, en M. 
iJ1¿ 

(16) 

Es bien conocido que los autovalores de este problema constituyen una sucesión no decreciente {Aj }j E:il que tiende a 
infinito y, además, se tiene que Ao(Q, u) < Ai(Q,.u). Según el principio de estabilidad linealizada, dado Q > O, una 
solución u00 de (15) es asintóticamente estable (respectivamente, inestable), en C([-1, 1]), si el punto de equilibrio del 
problema parabólico verifica Ao( Q, tt00 ) < O (respectivamente, Ao( Q, u00 ) > O) (para más detalles sobre la aplicación 
al problema (15) véase Hetzer [25]). 

La estabilidad no lineal (i.e., ante perturbaciones no necesariamente "pequeñas") para el problema (14) puede 
estudiarse también, y sin necesidad de suponer la derivabilidad de Ra y Re, con ayuda del funcional 

J(1t) = JM {k l'Vu(x)l
2 + F(x,u(x))}dx, 

donde 

F(x,u) = lu {Ra(x,v) - Re(x,v)}dv. 

Se tiene que 

d ¡1 
&·u 

-d J(u(.,t)) = - c(x)(-;:;-(x,t)) 2 dx ~O. t _1 ut 

por lo que J es un funcional de Lyapunov y las soluciones estables se corresponden con los mínimos de J y las no 
linealmente inestables con otros puntos críticos como máximos o puntos de silla. La búsqueda de estados estacionarios 
no se debe limitar, pues, al estudio de los puntos extremales (mínimos y máximos) locales del funcional J. En esta 
dirección es de señalar la importancia del resultado conocido como el Lema. del paso de montaria (véase, por ejemplo, 
Nirenberg [36]) que bajo circunstancias muy generales asegura que entre dos mínimos ha de existir necesariamente un 
punto de silla (para una aplicación de este lema a modelos climt'iticos véase Ghil y Childress [22]). 

La persistencia o no, para f; E (O, oo), de las fronteras libres (S+ ( t) y S _ ( t) en el problema uni-direccional) asociadas 
a estados de evolución u(:i;, t) es de gran importancia en el estudio del conjunto de los estados de equilibrio u00 (x) 
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del problema (15): si por ejemplo S_(To) = S+(To) para algún To y ese punto interior de (-1, 1) entonces se puede 
mostrar que el estado estacionario u 00 (x) representa el caso de una superficie terrestre cubierta de hielo y nieve pero 
si el punto S_(To) = S+(To) es x = 1 o x = -1 entonces u00 (x) representa la ausencia de superficies heladas. 

El estudio numérico de los modelos de balance de energía ha sido llevado a cabo por numerosos autores para 
elecciones concretas de Ra y Re (son de citar los trabajos de Held y Suarez, North y Hetzer, Jarausch y Mackens 
antes citados: véanse también Bermejo [2] y Bermejo, Díaz y Tello [4]). Un método frecuentemente utilizado es el de 
Galerkin (Mengel, Short and North [34], Lin and North [30], Díaz and Tello [3], Tello[43]). Consideremos el problema 

(P*) { Ut - (p(x)ux)x + B1t + C E QS(x)(3(u), 
1t(O,x) = uo(:i;) 

(t,x) E (O,T) x (-1, 1), 
xE(-1,1) 

donde p(x) = 1 - a;2 con uo E V := {v E L2 (D) : Vx E L~(D)}. Se sabe (Díaz [9]) que la solución u está en el 
espacio L2 (0, T; V). Veamos cómo aproximarla. Construiremos "soluciones aproximadas" pertenecientes a espacios 
de dimensión finita v;n e V generados por las antofunciones Wi del operador diferencial (p(x)·ux)x· Gracias a la 
compacidad del operador inverso del operador diferencial, podemos suponer que Vm = [w1 , w2 , ... wm] espacio vectorial 
de dimensión m,donde: Wi E V es una autofunción de autovalor Ai, Vm, w1 , ... Wm son linealmente independientes y 
las combinaciones lineales de las funciones Wi, i E IN, son densas en V. En nuestro caso, es bien conocido (véase por 
ejemplo Legendre [29], Simmons [41]) que las autofunciones del operador de difusión son los polinomios de Legendre, 
dados por Po(x) = 1, Pi(x) = x, P2(x) = ~x2 - !, Pa(x) = ~x3 - ~x, y en general, 

1 ~(x2 - l)n 
p (x)-

n -2n 1 d n ' n. X 

correspondientes a los autovalores ,\71 = n( n + 1). Además 

Llamaremos "solución aproximada" del problema a Um = um(t, x) dada por 

m 

Um = L ai(t)Pi(·) 
i=O 

donde ai queda determinado por 

{ 

~ Um" pi:+< (1 - x2 )_(~m)x, (Pi)x >+<Bum, pi>+< e, pi> = 
(Prn) - < QS(x)zm, Pi > i - O ... m 

Um(O,x) = Uom(x), 

m 

para algún Zm E L=((O, T) X (-1, 1)), Zm E (3('um) clf(t, x) E (O, T) X (-1, 1) y siendo 'Uom(x) = LtthPi(x). Aquí el 
i=l 

corchete<,> representa el producto escalar en L2 (D). Sustituyendo Um por su expresión en la base de v;n, se obtiene 
que 

{ 

2i;l ai(t) .+ 2~~1 ai(t) + 2:!1 ai(t) = ri(a1, ... am) si i =J- O 
2a0 (t) + 2,\oao(t) + 2Bao(t) + C = fo(a 1 , ... am) 
ai(O) = ub 

con ri(a1, ... am) =< QS(x)zm, Pi >. Así, hemos obtenido un sistema de m + 1 ecuaciones diferenciales ordinarias 
con m + 1 incógnitas ai(t) y m + 1 datos iniciales 1tb, i = O, .. m. La existencia de solución para este sistema está 
garantizada mediante resultados conocidos (véase, por ejemplo, Filippov [21]). 

Para mostrar la convergencia se deben obtener estimaciones a priori (independientes de m), para lo cual se toma 
'ltm como función test y se llega a que 
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donde J{ es una cierta constante positiva independiente de m. Finalmente, tomando ahora (um)t como función test se 
obtiene 

E /' I 2 1 d /' ( 2) B d /' 1 12 (1- 2) Jn luml + 2 dt Jn p(x)l(um)xl + 2 dt Jn Um ::; K, 

lo que permite pasar al límite Um _,. it en V y 'U:,. _,. ~~ en L2 (0, T; L 2 (S1)). y mostrar que u satisface la 
formulación débil del problema. Numerosas experiencias numéricas son asequibles en la literatura (algunas de ellas 
utilizadas para analizar previsiones ante escenarios con duplicación del C02, etc.), Una representación (estática) de 
una de esas simulaciones aparece en la Figura 3. 

Figure 3: Predicción de temperaturas de hace 115,000 en el estudio de glaciaciones según Mengel, Short and North 
(loc,cit.). 

2.3 Control 

En 1955, John von Neumann escribía [35]: 

Probably intervention fa atmospheric and climate matters will come in a few decades, and will unfold on a 
scale d'ifficult to imagine at present 

Hoy, una parte de su sueño es casi una realidad y así, por ejemplo, los protocolos internacionales sobre emisión de 
gases de efecto invernadero los ejemplos más ilustrativos de controles planteados a una escala global, También lo son 
los protocolos mundiales y europeos sobre emisión de aerosoles (respondiendo a un intento de frenar el crecimiento del 
agujero, en la estratosfera, de la capa de ozono de la Antartida (beneficioso por proteger a la Tierra de una radiación 
excesiva de los rayos ultravioleta) o a una altura más cercana a nosotros, la nociva acción de la contaminación 
(típicamente urbana) del ozono troposférico, sobre las personas y la agricultura. 

Si nos centramos en un modesto fin adaptado a nuestros modelos sencillos, nos podemos preguntar si es posible 
"conducir" una distribución "inicial" de temperaturas (que ahora denotamos por y(O, x) pues en la Teoría de Control 
la incognita no es el estado del sistema, que se suele denotar por y, sino el control v) hasta una distribución deseada 
Yd(1;) transcurrido un periodod dado T y todo ello "actuando" sólo desde una subvarieclad w de M, Como se ha 
comentado, la incógnita ahora es el control v: (O, T) x w ->R que permita que y(T: v) = Yd donde y(· : v) denota la 
solucion ele (P) reemplazando Re(t, x, y) por g(y) - f (t, x) - v(t, x)xw conxw la función característica ele w. Cuando 
Ja respuesta es afirmativa se dice que (P) es controlable. Sin embargo, el caracter parabólico de la ecuación de (P) 
conlleva ciertos efectos regularizantes que hacen imposible tal tipo de respuestas para funciones genéricas Yd· Un 
concepto alternativo es el de la controlabü-idad aproximada: dado E: > O buscamos ahora un control V 6 (definido ele 
nuevo sobre (O, T) x w) tal que d(y(T, v<), Yd) ::; e:, donde d(-,-) representa la distancia en algún espacio ele funciones 
sobre )V( (normalmente L2 (M), o, más en general, LP(M) con 1::; p::; oo). 
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La naturaleza de nuestro dominio espacial M aporta algunas dificultades adicionales al estudio. Una formulación 
más sencilla pero que conserva las dificultades esenciales de nuestra meta corresponde al caso en el que sustituimos 
)\/[por un abierto regular y acotado S1 de JE.2 (aquí JE.2 puede ser sustituido por JE.N con N ~ 1). En ese caso, conviene 
tomar como condición de contorno sobre (O, T) x an una de tipo de Neumann pues las funciones test asociadas a la 
formulación debil son similares a las que corresponden al caso en el que M es una variedad Riemanniana sin borde. 
Otra simplificación irrelevante es suponer .f =O. Así, la nueva formulación del problema de controlabilidad aproximada 
sería la siguiente: dado w, abierto acotado de n, y dados Yo, Yd : n -+ JE. y E > o hallar Vs : (O, T) X w -+ JE. tal que 
d(y(T: v 0 ),yd)::; s donde, en general, y(T: v) representa la solución del problema 

{ 

Yt 6.y + g(y) E QS(x)(3(y) + VXw en (O, T) X S1 

~) ~=º ~re~nxoo an 
y(O, ·) =Yo(-) en D, 

donde n es el vector unitario exterior a an. 
Un primer resultado sobre el tema (Díaz [10]) consiste en mostrar que la controlabilidad aproximada depende, de 

manera esencial del comportamiento asintótico de los términos no lineales de la ecuación (y nó de su regularidad). 
Así, si se supone que yo, Yd E L2 (S1), con (3 multivaluado y acotado y g una función no-decreciente tal que 

(17) 

para algunas constantes C1 , C2 y !VI, entonces el problema (Pw) es controlable aproximadamente en L2 (S1), i.e. existe 
Vs E L2 ((0, T) X w) tal que 

El resultado anterior puede ser extendido al caso en el que se reemplaza L 2 (S1) por LP(Sl) con 1::; p < oo o C(TI). 
La idea principal es la aplicación del Teorema del punto fijo de Kakutani (véase Lions [31], [33], Henry [24], Fabré, 
Puel and Zuazua[19], Díaz [8] y Díaz and Ramos [16] para otros resultados relativos). Notese que este resultado es 
aplicable al caso particular del modelo de Budyko en el que g(y) = By pero sin embargo la condición (17) no es 
satisfecha para el modelo de Sellers model. Aún más preciso, es posible mostrar (Díaz [8], [10]) que si suponemos 

g(y) = ,\¡y¡P- 1y para y E JE. y para algún ,\>O y p > 1 (18) 

entonces aparece un .fenómeno de obstruclion: supongamos que aw verifica la condición de la esfera tangente exterior 
e interior. Sea Yo E L00 (D). Entonces existe una función Y00 E C([O, T] X (D- w)) tal que para todo v E L2 ((0, T) X w) 
la solución correspondiente y(t, x; v) verifica que 

ly(t,x;v)I::; Y00 (t,x) para (t,x) E (O,T] x (Sl-w). 

La función de obstrucción Y00 puede ser construida tal que 

Y00 (t,x) = +oo 
ay"' (t x) = Q 
8n ' 

sobre (O, T) X aw 
sobre (O, T) X an. 

En consecuencia, la condition (18) implica que el problema (Pw) (en general) no puede ser controlable aproximadamente 
pues si IYd(x)I > Y00 (T,x) en casi todo punto ;r; sobre un subconjunto de medida positiva D de Sl- w entonces, para 
todo v E L2((0, T) X w) 

y así, si E > O es suficientemente pequeño es imposible elegir v de manera que se satisfagan la propiedad requerida. 
Debido a la relevancia del modelo de Sellers, se plantea una cuestión natural: ¿es posible mostrar la controlabilidac\ 
aproximada para el problema Pw en una clase més pequeña de estados deseados yd? 

La respuesta es positiva (Díaz [11], [12]). Para explicitar el resultado es cómodo simplificar aún más el problema 
en consideración lirnitanc\onos al problema 

{ 

Yt - 6.y + ,\¡y¡P- 2y = VXw 
(p) _él_¡¡_= o 

P Bn 
y(O,·)=yo(·) 
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en (O,T) X n, 
sobre (O, T) X an, 
sobre n. 



8n primer lugar, conviene introducir las functiones de obstruction mejoradas Y 00 , Y 00 E C((O,T] X 0 - w). La 
función Y 

00 
es obtenida como la solución débil (supuesto y0 E L 1 (0)) del problema 

{ 

y t - b.Y + J1IYIP-2y = O 
y =-00 
- 00 

X: 00 - o an -
Y 00 (0, ·) =Yo(·) 

en (O,T) x (0-w), 
sobre (O, T) X 8w, 
sobre (O, T) X 80, 
sobre O, 

e Y 00 satisface las mismas condiciones salvo que ahora Y 00 = +oo sobre (O, T) x 8w. Tras esto ya se puede enunciar 
el resultado de controlabilidad aproximada restringida: Sean Yo E C(TI) y E> O dados. Sea Yd E C(TI) tal que 

y oo(T,x)-E<Yd(:c) <Yoo(T,x)+E VxEO-w (19) 

Entonces, para todo existe v, E C([O, T] X w) tal que si y(t: v) es la solución correspondiente de (Pp) se tiene que 

(20) 

Notese que la hipótesis (19) es optima en el sentido de que si v, es tal que se verifica (20), entonces por el principio 
de comparación 

Y 00 (t,x) < y(t,x: v,) <Y 00 (t,x) V(t,x) E [O,T] X (0-w) 

con lo que 

y necesariamente se tiene (19). 
Para concluir, haremos alusión a unas recientes experiencias numéricas sobre la aproximación numérica del control 

v, antes mencionado (Díaz y Ramos [17]). Para no complicar técnicamente la exposición nos limitaremos al caso del 
problema unidimensional 

{ 

Yt -Yxx + g(y) = v(t)5(0) 
P('u) y(±l, t) =O 

y(O,x) =yº(x) 

en (O, T) x (-1, 1), 
t E (O,T), 

sobre (-1, 1), 
(21) 

donde g es una función continua no-decreciente, v(t) es el control buscado y 5(0) es la distribución Delta de Dirac 
en x = O (en realidad, para evitar complicaciones adicionales, conviene remplazar la localización en el origen por 
el caso de un pequeño intervalo w a su alrededor). Aqui, T está arbitrariamente fijado e yº es una función dada ( 
yº E Cº([-1, 1])). Para el análisi numérico del control, se aproximará (cuando k -+ oo) éste por una sucesion de 
soluciones ltk del problema de control óptimo penalizado en el que los controles Vk se obtenen minimizando el funcional 

Jk(v) = llvllP(O,T) + k llY(T: v) -YdllL2(-1,1). (22) 

(la convergencia rigurosa no es totalmente conocida: véanse los resultados parciales ele Lions [32] y Fernández y Zuazua 
[20]). Las f1mct'iones de obstniction mejoradas, Y±00 , satisfacen ahora 

{ 

Yt-Yxx+g(y)=O en(O,T)x(-1,1), 
P(±oo) y(±l,t)=O, y(O,t)=±oo tE(O,T), 

y(O,x) = yº(x) sobre (-1, 1). 
(23) 

Su existencia está asegurada sólo si g es superlineal, pese a que, curiosamente, la solución del problema de control 
óptimo (22) posea siempre una solución Vk para toda función continua no-decreciente g, independientemente de si g 
es superlineal o no .. 

Nuestros resultados numéricos muestran que, para k fijo, el coste "minimal" Jk(v) (y la norma del control óptimo 
'Vk ) para una función superlineal g se hacen mucho mayores si (19) no es satisfecha. Para más cletales véase Díaz y 
Ramos ([16]), 

' 
Numerosos cuestiones matemáticas para esta clase sencilla de modelos esperan aún respuesta pero el reto mas 

ilusionaclor es ele analizar si los resultados anteriormente expuestos siguen siendo válidos para modelos más complejos, 
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