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1 Modelizacidn, andlisis y control: una trilogia universal

FEn 1986, el Consejo Internacional de Uniones Cientificas decidié poner en marcha el IGBP: Programa Internacional
Geosfera-Biosfera, llamado cominmente Cambio Global (Global Change en inglés). En la descripcién de sus objetivos
principales se indicaba:

“,.. describir y comprender los procesos interactivos de origen fisico, quimico, biolégico que regulan el
sistema de la Tierra, los cambios que se producen en el sistema v la forma en que los factores humanos
influyen sobre estos cambios”.

Il programa inicial ha ido tomando cuerpo desde entonces, completando decisiones anteriores tomadas en el marco
de la Organizacién Meteorolégica Mundial de las Naciones Unidas y de la UNESCO. Pero, jhasta que punto es posible
desarrollar este programa?

T.os progresos en el conocimiento de nuestro planeta han dejado patente, de modo cada vez mds incuestionable,
cémo las acciones humanas pueden llegar a modificar el clima a largo plazo e incluso las condiciones meteoroldgicas
en un plazo més corto de tiempo. Las respuestas a las necesidades energéticas de la sociedad tienen, en nuestros dias,
miltiples lecturas y dejardn de ser evidentes en siglos venideros. Cada vez hay una mayor atencién a las causas e
intentos de mitigacién de las catdstrofes llamadas “naturales”: lluvias torrenciales, tornados, tifones, etc... Lo mismo
sucede con los peligros para la salud derivados de la polucién en nuestras ciudades.

Fl estudio del conjunto de todas esas cuestiones desborda claramente el d4mbito propio de cada una de las disciplinas
cientificas cldsicas consideradas aisladamente. Sin embargo, el estudio de esa problemdtica utiliza, cada vez en mayor
grado, una “herramienta”, que podriamos catalogar de universal en atencién a su gran versatilidad para su aplicacién,
constituida por las Matemsticas, los superordenadores y el control”.

De manera general, las coordinacion entre las Matemdticas y los superordenadores es imprescindible. Hoy dia no
cabe la menor duda que una Matemdtica que prescinda de la ayuda de los mdximos recursos de cédlculo de su tiempo no
podré ofrecer las respuestas cuantitativas que demandan sistemas tan complejos como €l del sistema climdtico. Siendo
esto obvio, no lo es menos que esas capacidades de computacién y la enorme cantidad de datos hoy disponibles serian
absolutamente indtiles sin la ayuda de modelos matemdticos. La simbiosis se asemsja a la tipica entre software y
hardware. Pero, si esto es asi, jqué contribuciones puede aportar esa simbiosis al estudio global del sistema climdtico?

La capacidad de memoria de los superordenadores permite almacenar y analizar cantidades crecientes de datos
resultados de medidas, operaciones que sin los ordenadores serfan imposibles de realizar. Una vez accesibles estos
datos v gracias al progreso en el conocimiento fundamental de los fenémenos involucrados, es posible la modelizacién
matemadtica y, en una fase ulterior, la necesaria validacion de los modelos.

Fl estudio de sistemas complejos es posible, en nuestros dias, gracias a una metodologia global gue podriamos
denominar trilogia wniversal: la modelizacidn matemdlice, el andlisis y lo séimulacion mediante superordenadores, y
las acciones correctivas, destinadas a “mejorar la situacién”, en resumen, el control (Diaz y Lions [15]).

Es imprescindible comenzar por la modelizacién de los elementos mds simples, los “bloques basicos”. Después,
conviene estudiar las distintas correlaciones, las reacciones de componer unos elementos sobre otros, lo que llamaremos
aqui interacciones (en inglés feedbacks: terminologia que resulta algo ambigna cuando nos interesemos por el control
del sistema). Se trata de interacciones que conducen a la articulacién de esos bloques bdsicos y con ello a la consfruccién
de grandes modelos y sofisticados c6digos informéticos.

Ademds, el progreso de los conocimientos cientificos y la abundancia extraordinaria de datos, en particular de los
datos obtenidos por satélites espaciales, permiten ir mds alld en la elaboracién de los modelos. Cada vez son mds
numerosos los fendmenos que pueden ser tenidos en consideracién, en especial los que conciernen a la biosfera y la
eriosfera. Modelos cldsicos para la atmdsfera y el océano liquido son cada vez mds fielmente validados.

Como es natural, en ese camine también aparecen dificultades. Las escalas espaciales son muy variadas, del cen-
timetro (o meunos) a decenas de miles de kilometros, y las escalas temporales involucradas son también muy diferentes:

L Conferencia impartida el 14 de marzo de 2001 en la Fundacié Caixa de Sabadell, dentro del ciclo “Models matematics en la cidncia i
en la societat”,
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de las de los casquetes polares a las de la evolucidn de las plantas. Es de esta manera, haciendo frente paunlativamente
a estas dificultades, como se construye, bloque a bloque, una jerarqufa de modelos matematicos cada vez mds completa
con la idea de que los modelos sean cada vez maés fielmente validos.

Pero volvamos al clima. Su evolucién se rige por un apilamiento, un edificio, donde muchos de los ladrillos de
base son cadticos, ¥ con unas condiciones iniciales que, cualquiera que sea el horizonte en el que uno se sifie, no son
conocidas mds que parcialmente, ;serd entonces impredecible?

Para empezar, la cuestidn no es nueva. La turbulencia, especie de caos a la vez temporal y espacial, preocupaba ya
a Lucrecio (entre el 95 y el 55 a. C.). La turbulencia no es mds facil de definir que el caos, ni que ¢l propio concepto
de complejidad. Sin embargo, no hay ninguna ambigiiedad al afirmar que la turbulencia es un fenémeno complejo, de
hecho, uno de los grandes problemas del final del siglo XX, La consideracién de la sensibilidad de los modelos ante los
datos y las escalas es pues de una importancia capital.

Se nos presenta, pues, una jerarquia de modelos; numerosos centros de investigacién y de previsién van a comparar,
en los afios venideros, métodos y resultados. [ Qué tipo de decisiones tendran cue tomar?

Los distintos modelos actuales no dan todavia resultados totalmente similares, a veces incluso sus consecuencias
son opuestas. Pero todos indican cambios: la mayorfa un aumento medio de la temperatura. Y no existe ninguna
prueba de lo contrario, es decir, “que no pasa nada” o “que lo que pasa es irrelevante”. Il sentido comiin obliga, por
tanto, a tomar medidas de “seguridad”. Medidas conservadoras destinadas a parar, o al menos a ralentizar, todo lo
que es claramente nocivo. Este es precisamente el comienzo de decisiones afortunadamente tomadas, por ejemplo, en
el protocolo de Montreal en septiembre de 1987,

Es més que probable que los cambios que se produzcan se notardn positiva o negativamente segin las regiones, los
estados o las economias. “Conflicto de intereses” cldsico en Economia. Entramos asi en un tema nuevo, inmenso, un
tema mixto que mezcla los modelos climatoldgicos y los modelos econdmicos.

Para precisar algo mds esa interaccién hace falta una velacién de las variables de control: impuestos, normas de
emisién de gas con efecto invernadero, reglamentacién sobre la contaminacién, etc. También conviene no “congelar”
en andlisis demasiado rapidos variables que de hecho deben ser consideradas como controles. A confinuacién es
preciso construir las funciones de coste, los criterios que hay que optimizar y que hacen intervenir restricciones fisicas
y econémicas. Lstos criterios son locales, casi individuales, nacionales, regionales o mundiales. Hard falta incluir
“costes ecoldgicos”, que habrd que definir. No hay ningin motivo para que, en estas condiciones, exista una solucién
gptima. Estamos ante una situacién de criterios miltiples donde la winica esperanza de llegar a politicas (o controles)
aceptables pasa por la cooperacidn para los que resulta pertinente utilizar la nocién de equilibrio introducida por W.
Pareto (1848-1923).

La aplicacién de la metodologfa de la irilogie universal podrd mostrar tendencias y permitird realizar algunos
escenarios globales. Su aplicacién a problemas “locales” ya ha dado lugar a numerosos éxitos: gestién dptima de la
energia hidrdulica, redes de transporte de energfa, etic. Ils por esto que nos parece muy probable que se pueda ir mds
lejos en temas atin pendientes: gestién del “sistema de aguas”, control de la evolucion de los sistemas vivos en océanos,
lagos, estuarios, lagunas, aguas subterrdneas, etc.

s evidente que la aplicacidn de la trilegia universal no basta, por s{ misma, para resclver el conjunto inmenso de
problemas planteados en torno al sistema climédtico. Muchas otras disciplinas estdn también implicadas en ese reto.
Pero si la aplicacion de Ta trilogia no resulta suficiente para el estudio y la comprensién del sistema del planeta Tierra,
hoy dia es ya un hecho constatado que su aplicacién si es poco menos que necesaria.

2 Un ejemplo: modelos climdticos de balance de energia.

Aunque en la conferencia se abordaron diferentes modelos atmosféricos y ocednicos, la presente exposicidn se limitard
tan sélo a una clase de modelos climdticos: los denominados de balance de energla.

Antes de entrar en detalles conviene apelar a la importante diferencia entre Climatologia y Meteorologia en atencién
a la muy distinta escala temporal que los caracteriza. Fn el segundo caso la prediceidn se pretende con gran exactitud
por lo que el perfodo en consideracién se suele limitar a dias y, a lo sumo, un par de semanas. La prediccién suele
requerir métodos computacionales que contrastan con los de naturaleza mds cualitativa utilizados en Climatologia
para el andlisis y diagndstico, sobre modelos simplificados, a grandes escalas temporales que van desde la década a las
decenas de siglos.

No viene mal acudir a la definicién que un experto de reconocido prestigio {Schneider [39]) propone sobre la nocién
de clima: Estado promediado de la atmasfera observado como tiempo meteorolégico sobre un periodo finito de tiempo
a lo largo de los afios. En los estudios climéticos, la incégnita no es tanto la temperatura puntual e instantdnea, T'(z,t),
que viene determinada por los principios de la Termodindmica sino los promedios espaciales y temporales definidos a
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Una de las clases de modelos climdticos mds elementales, pero de gran valor de diagndstico, son los llamados de
balance de radiacidn de energia. Aunque los antecedentes se puedan remontar a un trabajo de 5. Arrhenius de 1896,

se podrfa decir que tal tipo de modelos fueron propuestos independiente pero simultdneamente, en 1969, por M.L
Budyko ([6] y W.D. Sellers ([40]).

2.1 Modelizacién

Los modelos obedecen a un sencillo balance entre las distintas energias (la parte absorbida de la emitida por el Sol,
R, y la emitida por la Tierra como cuerpo caliente, R) y los términos que expresan la variacion de energia calorifica
en términos de la capacidad calorifica y de la derivada de la temperatura promediada y la redistribucién espacial, ;

C% =R,— R.+D.

Una deduccién més cuidada puede ser llevada a cabo partiendo de la ecuacidn de conservacién de la energia interna
y aplicando los operadores de promedio involucrados en la definicién de u(z,t) (véase, por gjemplo Kiehl [27})

Fn todo caso, es obvio que se requiere més informacién para poder "cerrar” el modelo de manera que quede expre-
sado dnicamente en términos de la temperatura promediada u(z,%). Esa informacién adicional puede ser entendida
como adecuadas leyes de estado que describiremos a continuacién. La fraccién de radiacion absorbida se expresa como
R, (u) = Qp(u) donde G(u) es el coalbedo planetario y () es la constante solar cuyo valor actual es de Q=342.5W/m?.
La funcién coalbedo toma valores comprendidos entre O v 1, y representa la fraccién de energfa recibida que es ab-
sorbida por la superficie: en otras palabras, el cociente entre la energia absorbida y la energia incidente. En zonas
cubiertas de hielo refleja més la luz solar que, por ejemplo, en los océanos y, por tanto, el coalbedo es mayor en estas
dltimas. Se observa que existen zonas muy préximas con coalbedos muy diferentes. En los modelos de halance de
energia se considera una variacién rdpida del coalbedo en un entorno de una temperatura critica que usualmente se
toma como u = —10°C y que corresponde a la temperatura en la que el hielo pasa de ser transparente a blanco. En
el modelo propuesto por Budyko, #(u) es discontinua.

ﬁi U < —101
/8(“) = [IBinw] U= ""107 (1)
B u > —10,

En el modelo propuesto por Sellers, se supone que G(u) es una funcién més regular (Lipschitziana, al [Menos) comao
por ejemplo

ﬁi u<uia
Blu) = fi— (=) (Bi—Bu) W< uSuy, 2)
B ’ ' U > Uy,

con U ¥ Uy temperaturas fijadas y cercanas a —10°C.,

El otro ingrediente en el balance es la radiacién que por enfriamiento emite la Tierra. Ista energfa emitida, Ro(u),
es representada de dos modos distintos segiin los autores antes mencionados. En el modelo de Sellers R. (1) se expresa
escribiendo u en grados Kelvin (por tanto ¢ > 0) y utilizando la ley de Stefan-Boltzman

R. (u) = o{u)ut (3)

donde o es una funcidén regular, positiva y acotada que representa la emisitividad. Fn el modelo de Budyko se
argumenta que dado que las variaciones observadas son pequefias basta considerar una linealizacién de esa ley en
torno a la temperatura media terrestre del momento (aproximadamente 15°C') por lo que se toma una expresién lineal
con coeficientes obtenidos mediante observacidn por satélite

Re(u) = Bu+C (4)



con B y € pardmetros positivos {en la actualidad A = 210W/m?2, C = l.QW/’m2 y que incluyen fendmenos empiricos
tales como el efecto invernadero, cambios antropogénicos, etc. Son las llamadas variables internas.

Pero pasemos al primer escalén de modelos distribuidos de balance de energfa. La necesidad de tomar modelos
mds sofisticados que el cero dimensional es obvia pues todos sabemos que en ciertas zonas del planeta la vida es mds
agradable que en otras debido a la diferencia de climas. Una primera precisién a lo anteriormente expuesto consiste
pues en supoter ahora que

Ry = Ry(m,u) = QS(x)5(w)

con 9(z) la llamada funcidn de insolacion anual que es una funcién regular y con valores positives (cuando se toman
escalas temporales menores se ha de suponer S = S(x, ) tomado valores nulos durante los periodos de “noche polar”.
Esa es la funcién que M. Milankovitch calculé minuciosamente, en 1920, para tiempos pasados por medio de la Mecdnica
Celeste y que le permitié ofrecer una justificacién de las glaciaciones pasadas. Por otra parte, en lo concerniente a la
energia de emisién, es natural suponer que

R, = R.(z,u)

con Re(z,u) dada como antes salvo que ahora 0 = o(z,u), y B = B(z),C = C(x).

Un primer modelo en esta direccién se obtiene al considerar la temperatura superficial promediada en el tiempo
anual o estacionalmente y en el espacio sobre paralelos de anchura infinitesimal. La razén de considerar tales promedios
espaciales se debe a que las observaciones disponibles muestran que la conveccidn meridional es considerablemente
pequefia frente a la longitudinal. La consideracién de la dependencia espacial de la temperatura introduce en el
balance un nuevo término, la redistribucién de calor, que viene dada mediante un operador de difusién de segundo
orden. Clomo es acostumbrado en Mecénica Celeste, se suele introducir una nueva variable € (—1,1) dada por
T = senA con A la latitud. Incorporando al anterior balance un término de difusién, la evolucién de la temperatura
superficial u(z, t) aparece gobernada por la siguiente ecuacién parabélica semilineal,

clz)uy — (k(1 — 2H)ug)y = Ru(z,u) — Re(z,u), z € (—1,1),£ >0, (%)

donde ¢(x) es la capacidad calorffica y & el coeficiente de difusién (que a veces se supone dependiente de la posicién
x, de u o de la variacién de la temperatura ug), tomando ¢ y k valores positivos (véase, por ejemplo, North [37])

Nétese que la ecuacion (5) es degenerada pues el coeficiente del gradiente u,; se anula en los extremos (e. d. en
los polos). De hecho, otro tipo de degeneracién puede aparecer en ciertas variantes de estos modelos. Asi, P.H. Stone
[42] propuso un coeficiente de difusién de la forma & = k(= u, Vu), en particular k& = b{x)|Vu|, con el fin de incluir los
efactos negativos producidos por las corrientes atmosféricas de gran escala. En este caso, la ecuacién semilineal (as{
llamada pues el término no lineal no afecta a las derivadas de la incégnita) (5) pasa a ser una ecuacién cuasilineal (en
la que ahora el término no lineal involucra a las derivadas espaciales de la incégnita)

@y — (1 — ) jug|P"2up)es = Ralz,u) — Ro(z,u). (6)

con p = 3 (el caso genérico 1 < p < oo tiene la virtud de incluir también en su seno a la ecuacién semilineal cuando
se toma p = 2).

Pasemos ahora caso hidimensional. IExisten interesantes variantes y generalizaciones de los modelos unidimen-
sionales (5) y (6). Por ejemplo, el estudio de la distribucién de la temperatura superficial promediada como funcién
del tiempo, de la latitud y también de la longitud da lugar a una ecuacién no lineal en derivadas parciales de tipo
parabdlico

e(z)uy — div(kVu) = R, — R, (7)

que ahora tiene lugar sobre una superficie que representa a la superficie terrestre. En una primera aproximacion se
puede identificar esta superficie con la de la esfera unidad (tomando como unidad el radio de la Tierra) y que se suele
denotar como la superficie 52 de R*. En ese caso, usando coordenadas esféricas, = (cos psen), cos pcosh sen)) sc
tiene la identificacién con los puntos de un rectdngulo del plano introducida en 1568 y comunmente denominada como
proyeccién de G. Mercator (1512-1594).

Cuando, por ejemplo, k = 1, aparece el llamado operador de Laplace-Beltrami que admite una expresién directa
en términos de las derivadas parciales de u con respecto a A v a . De hecho, si se supone que u(\, p,t) = u(A, 1), es
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decir u es independiente de ¢ entonces encontramos el operador en derivadas parciales de (5). En esta formulacién se
hace evidente que no se ha de afiadir condicién de contorno ninguna, Sin embargo, la anterior modelizacién mediante
coordenadas esféricas no es totalmente satisfactoria por dos razones distintas. En primer lugar, la parametrizacién de
la latitud provoca singularidades en los polos (la derivabilidad de la incdgnita en esos puntos estd defectuosamente
contemplada). Pero ademds, es bien sabido que la superficie terrestre no es exactamente una esfera. Por estas razones,
el marco matematico adecuado para formular mds correctamente el modelo bidimensional es el de las variedades
diferenciables. La idea es recubrir la superficie en estudio, que ahora denotaremos por M, por un conjunto de abiertos
{7 tales que posean una “buena” proyeccién (un difeormorfismo) sobre una parte del plano ¢ : U — R? y de tal
manera que exista una buena transicion de una “carta” (asf es como se denomina al par (U, ¢)) a otra ((V, %)) si es
que existe un solapamiento entre ellas. Las distancias y Ios dngulos, correctamente definidos por el producto euclideo
de vectores de B2, pueden ser extendidos a la variedad M generdndose asi una métrica (se dice entonces que M es
una variedad Riemannianae bidimensional). En nuestro caso pediremos también que esa variedad sea “compacta y
sin borde”. Finalmente, los operadores diferenciales, gradiente de una funcién escalar y divergencia de una funcidn
vectorial, pueden extenderse también al caso de funciones definidas sobre M con lo que se puede dar perfecto sentido
a la ecuacién (7) (véase, por ejemplo, Diaz y Tello [18]).

También han sido formulados numerosas variantes a los modelos citados anteriormente. Entre ellos figuran modelos
de balance de energfa con un término estocdstico de ruido hlanco para incorporar las repercusiones por la accién de los
volcanes (véanse North [38] y el tratamiento matematico en G.Diaz y J.I. Diaz [7]). Otro aspecto que también ha sido
estudio en la literatura se refiere al cardcter periédico en tiempo de la funcién de insolacién S = S(z.t). Este hecho
conduce a los llamados modelos estacionales en los que la unidad de la escala temporal es la una estacidén y en los
gue se supone que S es anualmente periédica. Mencionemos también un tipo de modelos unidimensionales formulados
mediante ecuaciones integro-diferenciales (véanse Budyko [6] v Held y Suarez 123])

)G = Re— Re+1( [ 11 u(e, t)de — u(z, 1),

Modelos climatoldgicos de balance de energia més sofisticados son formulados como un sistema de ecuaciones en
derivadas parciales para la temperatura atmosférica, la temperatura superficial y la humedad (véase IHetzer Jarausch
y Mackens [26] y su bibliograffa).

Pese a las sofisticaciones mencionadas en la dltima observacién es claro que si “completamos” un modelo simple,
como es el de balance de energia, con muchos otros factores éste puede llegar a perder el valor de su simplicidad y
convertirse en un modelo complejo a semejanza de los de Circulacién General.

2.2 Sobre el andlisis matematico y numeérico de los modelos

Comencemos considerando el modelo cero-dimensional en el que, tras renormalizacién de la escala temporal, podemos
suponer siempre que ¢ = 1, es decir, se trata del problema (de los denominados de Cauchy)
d
T Ra(u) — Re(u), (8)
u(0) = ug.

La existencia de una tnica solucidn cldsica local, es decir, tal que w € C°([0,7)) N C*(0,7), para algin 7 > 0
y verifica la ecuacién en todo punto, se situa dentro del marco de los trabajos pioneros de Auguste Cauchy (1789-
1857), Giuseppe Peano (1858-1932) y Auguste Picard (1884-1962), cuando se supone que R, (u) y Re(u) son funciones
“regulares” (de hecho basta que sean Lipschitz continuas) como es el caso de las hipétesis estructurales propuestas por
Sellers. Ademds, cémo también se supone que H, es una funcién acotada y R, creciente, esa solucién local se puede
extender, de manera tnica, a una solucion cldsica global definida en todo el intervalo [0, co).

El estudio del problema bajo las hipdtesis propuestas por Budyko, con R, discontinua, es notablemente diferente.
Los problemas de Cauchy para funciones discontinuas han side ampliamente estudiados en la literatura, desde las
contribuciones de Constantin Caratheodory (1873-1950). En ese caso, no cabe esperar que exista una solucion local
cldsica u(t). Sin embargo, es posible mostrar la existencia de, al menos, una selucion local fuerte, es decir tal que
v e C({0,7)), % existe (y es, al menos, una [uncién localmente integrable) y la ecuacién se verifica en todos los puntos
de [0,7) salvo, a lo sumo, un subcongunto de medida nula.

Tl paso de solucién local débil a solucidn global fuerte tampoco presenta una especial dificultad en virtud de las
hipétesis supuestas sobre R, y He.

Como se ha indicado, la demostracion de la unicidad de soluciones es standard en el caso Lipschitz (modelo de tipo
Sellers} pero, sin embargo, pasa a ser una cuestién mucho mds delicada cuando R,(u) es discontinua en v (modelo



de tipo Budyko). De hecho, la consideracién de ese tipo de cuestiones conduce a reformular el problema (8) como un
problema de tipo multtvoco. En efecto, el valor de la funcién R,(u) en el punto de discontinuidad © = —10 (recuérdese
que Ry(u) = QF(u) con @ dada por (1)) no puede ser definido con precisién por lo que es conveniente suponer que
a ese punto se le asigna todo el intervalo, es decir, 3(—10) = [B;,,]. Ahora se suele identificar § con su grafo
(como subconjunto de R?) y, dado que Ro(u) se supone no decreciente en u, ese grafo pertenece a la clase de los
llamados grafos mezimales mondtonos (la condicién de maximal le viene por la imposibilidad de incluir ese grafo en
otro monétono mayor: véase Brezis [5]). En este contexto, el problema (8) deberfa ser escrito mds propiamente como
du
€ Ry(u) — Re(u) en (0,00), (9)
u(0) = uyp,
y entenderlo en el sentido de que existe un par de funciones % y b, con
b(t) € B(u(t)) para casi todo ¢ € (0, 0), (10)

tales que

{ %(t} = Qb(t) — It (u(t)) para casi todo ¢ € (0,00), ()

U(O) = Ug-

Una vez hechas estas precisiones, en lo sucesivo, no haremos ninguna distincién en los simbolos utilizados para
describir las ecuaciones asociadas a una funcién R,(u) (o f) que unas veces pueda ser supuesta regular y en otras
un grafo maximal mondtone, entendiéndose que en el liimo caso se han de introducir matizaciones del estilo de las
anteriormente expuestas.

Pero volvamos a la cuestién de la unicidad de soluciones para el caso de R,(u) (0 ) multivoco. Para ilustrar
globalmente la situacién que se presenta ante esa disyuntiva es 1til comenzar estudiandoe el conjunto de soluciones
estacionarias e, de (8), es decir, g € R satisfaciendo

0= R,(u) — Rg(u). (12)

[l conjunto de soluciones de {12) depende obviamente de la eleccién de B, y R, asf como de los diferentes valores
de los pardmetros. s especialmente relevante analizar las distintas soluciones que se presentan cuando se varia la
constante solar (. Si, por simplicidad, suponemos R.(u) lineal, el efecto similar a variar Q) es el de variar las rectas

generadas por R.{u) con lo que se llega a diferentes casos que son esquematizados en la Figura 1 para el caso de una
R, (1) de tipo Sellers (véase (2))

Figure 1 Interseccidnes entre las dos gréficas obtenidas para diferentes valores de @

Se obtiene un diagrama de bifurcacidn como el de la Figura 2 que permite ver el nimero de soluciones para un
valor dado de .

Volviendo al caso del problema de Cauchy para R, (u) (o §) multivoco, es sencillo ver que si, por ejemplo, tomamos
0 tal que ul, = —10 sea una de las tres soluciones de equilibrio u2, < 1}, < u2,, entonces el problema de Cauchy (8)
(0, mds propiamente, (9)) con dato inicial up = —10 tiene infinitas soluciones. En efecto, 1, (£) = —10 es una solucién,
en ese caso tomariamos b = Lg'*‘—c € 3(—10). Dos soluciones distintas vienen dadas por

dt

{ 2 () — 0B, - Bus(t) - G,
UQ(t()) - —10,



Figure 2: Diagrama de bifurcacidn en funcién de la constante solar () para el modelo de tipo Sellers

dt

{ 28 4) =, — Bus(t) - C,
u;;(t()) = —10.

Ademds, como la ecuacién de (8) es autdnoma (las funciones R,(u) y Re(u) no dependen explicitamenete de t) es
claro que las funciones

y =] 10 t € [to,to + ],
T ue(t—o) tefty+o,00),
y
o ] 10 t € [to, to + o,
T\ uglt—o) tE[tg+o,00),

son también soluciones de (8), independientemente del valor de ¢ > 0. Finalmente, estudiando el signo de R, — R, es
f4cil obtener una descripcién dindmica del comportamiento cualitativo de la soluciones

El estudio del comportamiento cuando t — oo puede ser llevado a cabo fdcilmente bajo hipétesis mucho més
generales. Si comenzamos por abordar el caso en el que R, y R, son funciones regulares monétonas {con B, acotada)
encontrariamos primero que el diagrama de bifurcacién sigue siendo, en sentido amplio, una curva en forma de “ese”
con al menos dos punios de retorno. Analizando el problema linealizado podriamos comprobar que las ramas crecientes
de la curva de bifurcacién estdn formadas por estados (puntos en nuestro caso) estables (ante “pequefas” variaciones
del dato inicial) ¥ las decrecientes por estados inestables. Si tomédsemos para @ el valor estimado en nuestros dias,
verfamos que la solucién ugc representa la temperatura globalmente promediada del planeta (cercana a 15° C). La
solucidén 12, es una solucidén extrafia inestable y la ul, corresponde a un posible estado de glaciacién (ndtese que es
inferior a —10° C) que es también estable.

De hecho, el estudio de la estabilidad puede ser ficilmente extendido al caso de perturbaciones iniciales arbitrarias
(no necesariamente “pequeiias”). En efecto, es facil ver que la funcidn potencial

P = - [ (Ralo) ~ R, (13
(con 24" arbitrariamente fijado) es una funcién de Lyapunov pues
dF du, \*
() = - | — .
i o) =~ (5 0)

Asi, los minimos relativos de F' corresponden a soluciones estables y los méximos relativos a soluciones inestables.
Del diagrama de bifurcacion es fdcil deducir que si () decrece desde su valor en nuestros dias (por ejemplo debido a



una polucién atmosférica generalizada, por la accidn simultdnea de numerosos volcanes, por la caida de un enorme
asteroide sobre la Tierra,...) la temperatura estacionaria asociada u$°(Q)) tendria que comenzar a disminuir (o, lo que
es lo mismo, el punto (@, ug®(Q)) bajarfa por la izquierda del diagrama). Si () atravesase un cierto valor critico (@,
el correspondiente al punto de retorno de la curva) la temperatura tendria que decrecer dramdticamente hasta buscar
otra temperatura promediada estable u$°(()1) que corresponderfa a una glaciacién. El camino inverso también serfa
abrupto, pues partiendo de u§° (1) si ahora () anmentase (debido al cese de las causas que llevaron a su disminucién)
tendriamos que ascender por otro camino, no coincidente con el anterior, hasta alcanzar una temperatura estable
u5°(Q1). Es el fenémeno conocido como histéresis que ocurre con gran frecuencia en la naturaleza y en muchos otros
sistemas (véanse, por ejemplo, Krasnoselskii y Pokrovskii [28] y sus referencias). Procesos de ese tipo son tambien
tipicos de la Teoria de Catdstrofes (Thom [44]).

El interés de los modelos de balance de energia estd motivade precisamente por este tipo de resultados que muestran
la sensibilidad de la solucién con respecto a pardmetros de gran importancia como es la constante sclar Q. Pero, ;se
mantendrsn ese tipo de resultados para modelos de balance de energia no homogénecs mds realistas en los se que
incorpore la difusion espacial de temperaturas?.

Fscalando en complejidad, consideremos ahora el modelo de balance de energia bidimensional asociado a una
representacién de la superficie terrestre como una variedad Riemanniana bidimensional compacta y sin borde (como,
por gjemplo, M = §?). Recordemos que una formulacién posible es la de encontrar u = w(z, ) con (z,t) € M x [0,00)
tal que

o(®)uy — div(kVu} = Ry(z,u) — Rez,u) en M X (0,00},
( ){ u((a:), 0) = '“D((m) ) ) o) en J\/I.X( ) (14)

Observemos que si suponemos M = 8% y si las funciones c(z), Ro(z, 1) y Ro(z,u) sélo dependen de la latitud entonces
cada solucién u, {,t) del problema unidimensional (5) genera una solucién ug(z,v, ) del modelo (14) mediante rotacién
alrededor del eje terrestre, i.e. ug(a,y,t) = w(senp,t) donde (z,y) € 5% y © es la latitud.

Comio en el caso del modelo cero-dimensional, los resultados de existencia y unicidad de soluciones de {5) son de
diferente naturaleza segiin que se suponga la funcién R, discontinua (o multivaluada) o no. La existencia de, al menos
una, solucidn, supuesto el dato inicial regular, puede probarse sin dificultad mediante diferentes métodos. La cuestién
de la unicidad de soluciones cuando R, es discontinua es mucho mds delicada (en contraste con €l caso en el que R, es
Lipschitz continua). ¥n primer lugar, es posible mostrar mediante contragjemplos que la unicidad se vulnera cuando,

por gjemplo, el dato inicial toma su méximo o minimo al nivel ug = -~10. Sin embargo, si el dato inicial ug atraviesa
el nivel ug = —10 de manera “no degenerada” (Vug(xo) # 0 en los puntos zg € M donde ug(zp) = —10) entonces se

mantiene la unicidad de soluciones {Diaz y Tello [18]).

Antes de analizar la cuestion de la estabilidad y bifurcacién de los estados estacionarios, merece la pena entretenerse
en mencionar un aspecte notable que, a diferencia del caso del modelo cero-dimensional, cobra ahora sentido. Nos
referimos a la simulacién de las fronteras libres separando las zonas de la Tierra cubiertas por hielo y nieve. Recordando
los argumentos aludidos para la parametrizacién del distinto albedo terrestre, tales curvas vendrian delinidas como
las curvas para las que se produce una fransicién brusca en el co-albedo, es decir, sobre las que se ha de tener que
1 = —10. El modelo mejor adaptado para tal simulacién es el de tipo Budyko en el que se supone que el co-albedo se
representa por una funcién discontinua.

Si, por simplicidad, retornamos al caso unidimensional (véase {5)) las fronteras libres ahora pasan a ser puntos
(desconocidos @ priori) separando la zona cubierta de hielo y nieve {z € [—1,1] : u(z,t) < —10} del resto. Supongamos
que esos puntos se limitan a dos S5 (f) y S_ (¢} que corresponden a las latitudes que “representan” los promedios de las
fronteras de los dos casquetes polares. Se tiene pues que w(9L(t),t) = —10. El intervalo temporal de definicién de las
interfases 54 (£), S_ () no es siempre [0, 00) sino que depende fuertemente de los datos Q, S(x), de la especificacién de
Rg(x,u) y del dato inicial up(z). Puede probarse (Xu [45]) que S;(¢) ¥y S—(t) son funciones C*° (al menos mientras
no colapsen) que evolucionan segin la ccuacién diferencial

1) = K5 (0-.0) — (54 (0)2.)
Y QS(S (B — 8,)

vy la andloga para S’ (t), donde se ha utilizado la notacién genérica de f(¢).. = limy o f(f 4 ). El caso bidimensional
es mas delicado

En ocasiones, la representacién del borde de los casquetes polares por medio de una curva sobre la superficie A
no es enteramente satisfactoria pues imégenes emitidas desde los satélites muestran extensiones, que pueden llegar a
tener un espesor de 40 km, en donde es dificil, sino imposible, decidir si se trata de agua o hielo. Una formulacién
matemadtica de ese tipo de situaciones equivaldria a suponer que el conjunto M (t) = {& € M: u(x,t) = —10} tuviese
medida positiva. A veces se denomina a tal conjunto cémo zona pastosa (mushy region , en inglés) por su similitud

[ve]



con regiones similares provenientes de la modelizacién de problemas de Stefan de cambio de fase. Es posible mostrar
que si « es solucién del problema (14) entonces tal conjunto se reduce a un conjunto de curvas que no puede tener
medida positiva. Por el contrario, en el caso del modelo cuasilineal (6), propuesto por Stone, en el que k = |Vu|’ -2
se tiene que el conjunto M (t) puede tener medida positiva si p > 2 (Dfaz [13]}.

Los estados de equilibrio s (z) del problema (14) son ahora bastante més complejos que las constantes que
aparecfan en el modelo cero-dimensional. Ahora vienen dados como soluciones del problema estacionario

— AW (Voo ) = Ro(T, Uoo) — Re(, o), en M. (15)

Como Re(-,us) €s creciente en u, la ecuacién (15) tiene cardcter de problema ne lineal del tipo de autovalor y asi,
la multiplicidad de soluciones depende fuertemente de los diferentes valores del pardmetro solar (). Usando técnicas
clésicas de andlisis no lineal (tales como el método de continuacion y el Teorema de lo funcidn implicita (véase, por
ejemplo, Zeidler [46]).se prueba que, bajo adecuadas candiciones, al igual que en el diagrama de bifurcacion del modelo
cero-dimensional, hay una curva de bifurcacién que comienza en un estado ud, cuando Q = 0 y tiende al infinito si
() — +oo0, teniendo ademds un nimero par de puntos de retorno correspondientes a Q@ = QL v Q@ = Q2. De esta
manera, si @ < Q@ o @ > Q% hay unicidad de soluciones y si @ € (Q%,Q%) existen al menos tres soluciones (un
resulfado mds fino puede hallarse en Arcoya, Diaz y Tello [1]).

Bl estudio de la estabilidad de los estados estacionarios puede llevarse a cabo por medio de distintos métodos. Un
primer resultado en esa direccién es el que muestra que el llamado congunto w-limite,

w(u) = {tieo : M — R 1 3y, ~ 400 para los que u(ly, ) — Yoo },

estd formado tnicamente por soluciones de (15) (Diaz, Hernandez y Tello [14]). La estabilidad ante “pequefias
variaciones” del dato inicial se puede analizar por medio del principio de estabilidad linealizeda cuando se supone que

las funciones R, (o, lo que es lo mismo, §) y R, son derivables respecto de . El problema linealizado en torno a un
estado estacionario ., es también de tipo de autovalores

~div(kVv) — [QSF (tes) ~ %Re(m, Uo }JU = Av, en M. (16)

Es bien conocido que los autovalores de este problema constituyen una sucesién no decreciente {\; };¢z que tiende a
infinito y, ademads, se tiene que \o(@, %) < M{Q, ). Segiin el principio de estabilidad linealizada, dado ¢ > 0, una
solucién e, de (15) es asintGticamente estable (respectivamente, inestable), en C([—1,1]), si el punto de equilibrio del
problema parabdlico verifica Ag(@,%n) < 0 (respectivamente, Ag(@, s} > 0) (para mds detalles sobre la aplicacion
al problema (15) véase Hetzer [25]).

La estabilidad no lineal (4.e., ante perturbaciones no necesariamente “pequefias”) para el problema (14) puede
estudiarse también, vy sin necesidad de suponer la derivabilidad de B, y R., con ayuda del funcional

T(w) = /M{lc Vale)|? + Fiz,ulz))}de,

donde

Se tiene que

L) = = f;l o) (57 (2,1)dw < 0,

por lo que J es un funcional de Lyapunov y las soluciones estables se corresponden con los minimos de J v las no
linealmente inestables con otros puntos criticos como médximos o puntos de silla. La bisqueda de estados estacionarios
no se debe limitar, pues, al estudio de los puntos extremales (minimos y méximos) locales del funcional J. Fn esta
direccién es de sefialar la importancia del resultado conocido como el Lema del paso de montafie (véase, por ejemplo,
Nirenberg [36]) que bajo circunstancias muy generales asegura que entre dos minimos ha de existir necesariamente un
punto de silla (para una aplicacién de este lema a modelos climéticos véase Ghil y Childress [22]).

La persistencia o ne, para t € (0,00), de las fronteras libres (54 (t) y S- (t) en el problema uni-direccional} asociadas
a estados de evolucidn u(z,t) es de gran importancia en el estudio del conjunto de los estados de equilibrio ue ()



del problema (15): si por ejemplo S..(Tp) = S (Th) para algin Tj y ese punto interior de {—1,1) entonces se puede
mostrar que el estado estacionario e (z) representa el caso de una superficie terrestre cublerta de hielo y nieve pero
si el punto 9_(Tp) = S+ (Tp) es z =1 o & = —1 entonces 1o () representa la ausencia de superficies heladas.

Fl estudio numérico de los modelos de balance de energia ha sido llevado a cabo por numerosos antores para
elecciones concretas de R, v R, (son de citar los trabajos de Held y Suarez, North y Hetzer, Jarausch y Mackens
antes citados: véanse también Bermejo [2] y Bermejo, Diaz y Tello [4]). Un método frecuentemente utilizado es el de
Galerkin (Mengel, Short and North [34], Lin and North [30], Diaz and Tello [3], Tello[43]). Consideremos el problema

(P") { uy — {(p(@)ug)s + Bu+C € QS(z)Bw), (& z)e(0,T)x(-1,1),
(0, ) = uo(w) ze(=1,1)

donde p(z) = 1 —2® conup € V := {v € L*() : v, € LN )} Se sabe (Diaz [9]) que la solucién u estd en el
espacio L2(0,T;V). Veamos cémo aproximarla. Constrmremos “soluciones aproximadas” pertenecientes a espacios
de dimensién finita V,, C V generados por las autofunciones w; del operador diferencial (p(z)us),. Gracias a la
compacidad del operador inverso del operador diferencial, podemos suponer que V;,, = [wy, w, ...w,,] espacio vectorial
de dimensién m,donde: w; € V' es una autofuncién de autovalor A;, Vi, wy,...w,, son linealmente independientes y
las combinaciones lineales de las funciones w;, ¢ € IN, son densas en V. En nuestro caso, es bien conocido (véase por
ejemplo Legendre [29], Simmons [41]) que 1as autofuncion&i del operador de difusién son los polinomios de Legendrs,

dados por Fy(z) =1, Pi(x) =@, Po(w) = 32 — L, Pa(z) = 5% — 2a, y en general,
R i G O
Pulw) = 2nnl dz™ ’

correspondientes a los antovalores A, = 'n('n +1). Ademds
! 2
[ r@R@E = .
Llamaremos “solucién aproximada” del problema a Uy, = u,(t,z) dada por
m
U =Y () Pi(-)
ie=0

donde «; queda determinado por

LUy, B>+ < (1= 22)(Um) e, (P)o > + < Bup, P, >+ < C P, > =
(Pm) =< QS(CIJ)ZHMP,; > 1 =0..m
um(07 SL) = UOWI(:‘U):

para algin zp, € L*((0,T) x (=1,1)), 2m € flum) ¥(t,z) € (0,T) x (—1,1) y siendo uom(z Z wh Pi(w). Aqui el

corchete <, > representa el producto escalar en L%(0). Sustituyendo uy, por su expresién en la base de Vin, s€ obtiene
que

g ) + g oa(t) + g2 ou(t) = Tilay,..om) sii#0
2ot )+2/\{)a€0( )+ 2Bap(t) +C = I‘o(al,...am)
a;(0) = uf

con I;{c, O} =< @S(z) 2, P; >. Asi, hemos ob‘ﬁenido un sistema de m + 1 ecuaciones diferenciales ordinarias
con m + 1 incognitas ;(t) y m + 1 datos iniciales ug,7 = 0,..m. La existencia de solucién para este sistema estd
garantizada mediante resultados conocidos (véase, por ejemplo, Filippov [21]).

Para mostrar la convergencia se deben obtener estimaciones a priori (independientes de m), para lo cual se toma
Uy, como funcion test y se llega a que

52 [1onl+ [ ol 485 [funl < &
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donde K es una cierta constante positiva independiente de m. Finalmente, tomando ahora (1, )4 como funcién test se
obtiene

2 2
(=5 [P+ 35 [ G@lmel) + 55 [l <5
lo que permite pasar al limite Um — u en V y ul, — &% en L0, T;L*(Q)). y mostrar que u satisface la
formulacién débil del problema. Numerosas experiencias numéricas son asequibles en la liferatura (algunas de ellas
utilizadas para analizar previsiones ante escenarios con duplicacién del COs, etc.). Una representacién (estética) de
una de esas simulaciones aparece en la Figura 3.

Figure 3: Prediccién de femperaturas de hace 115.000 en el estudio de glaciaciones segin Mengel, Short and North
(loc.cit.).

2.3 Control

En 1955, John von Neumann escribfa [35):

Probably intervention in abmospheric and climate matters will come in a few decades, and will unfold on a
scale difficult to imagine at present

Hoy, una parte de su suefio es casi una realidad y asf, por eJemplo, los protocoles internacionales sobre emisién de
gases de efecto invernadero los ejemplos mds ilustrativos de controles planteados a una escala global. También lo son
los protocolos mundiales y europeos sobre emisién de aerosoles (respondiendo a un intento de frenar el crecimiento del
agujero, en la estratosfera, de la capa de ozono de la Antartida (beneficicso por proteger a la Tierra de una radiacién
excestva de los rayos ultravioleta) o a una altura mds cercana a nosotros, la nociva accién de la contaminacién
(tfpicamente urbana} del ozono troposférico, sobre las personas y la agricultura.

Si nos centramos en un modesto fin adaptado a nuestros modelos sencillos, nos podemos preguntar si es posible
“conducir” una distribucién “inicial” de temperaturas (que ahora denotamos por {0, z) pues en la Teoria de Control
la incognita no es el estado del sistema, que se suele denotar por ¥, sino el control v) hasta una distribucion deseada
ya(z) transeurrido un periodod dado Ty todo ello “actuando” sélo desde una subvariedad w de M. Como se ha
comentado, la incégnita ahora es el control v : (0,7) X w —R que permita que y(T" : v) = ¢y donde y(- : v) denota la
solucion de (P) reemplazando R.(t,z,y) por gly) — f{t,x) —v(t,x)x,, conx, la funcién caracteristica de w. Cuando
la respucsta es afirmativa se dice que (P) es controlable. Sin embargo, el caracter parabdlico de la ecuacién de (P)
conlleva ciertos efectos regularizantes que hacen imposible tal tipo de respuestas para funciones genéricas y4. Un
concepto alternativo es el de la controlabilided aprozimada: dado € > 0 buscamos ahora un control v, (definido de
nuevo sobre (0,T) x w) tal que d(y(T,v.),yq) < €, donde d(-,-) representa la distancia en algiin espacio de funciones
sobre M (normalmente L#(M), o, mds en general, LP{M) con 1 < p < 00).
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La naturaleza de nuestro dominio espacial M aporta algunas dificultades adicionales al estudio. Una formulacién
mas sencilla pero que conserva las dificultades esenciales de nuestra meta corresponde al caso en el que sustituimos
M por un abierto regular y acotado £ de R? (aquf R? puede ser sustituido por RY con N > 1), En ese caso, conviene
tomar como condicién de contorno sobre (0,7") x 9§ una de tipo de Neumann pues las funciones test asociadas a la
formulacién debil son similares a las que corresponden al caso en el que M es una variedad Riemanniana sin borde.
Otra simplificacidn irrelevante es suponer f = 0. Asi, la nueva formulacién del problema de controlabilidad aproximada
serfa la siguiente: dado w, abierto acotado de £}, y dados yg, ¥4: Q@ — R y e > 0 hallar v, : (0,T) x w — R tal que
d{y(T :v.),ya) < € donde, en general, y(T" : v) representa la solucién del problema

Yye — Ay +g(y) € QS(x)By) +vx, en (0,T) x O
(Pu) % =0 sobre (0,7") x 89
y(0,-) = yo(*) en {,

donde n es €l vector unitario exterior a 882, ‘

Un primer resultado sobre €l tema (Dfaz [10]) consiste en mostrar que la controlabilidad aproximada depende, de
manera esencial del comportamiento asintético de los términos no lineales de la ecuacién (y né de su regularidad).
Asi, si se supone que yo, ya € L*{2), con f multivaluado y acotado y g una funcién no-decreciente tal que

l9(s)] < CL+Cals| YsER, |s|>M (17)

para algunas constantes Cy, Cy y M, entonces el problema (P,,) es controlable aproximadamente en L2(), i.e. existe
ve € L2((0,T) x w) tal que

N y(T: ve) —ya 2@ < e

El resultado anterior puede ser extendido al caso en el que se reemplaza L2($)) por LP(Q) con 1 < p < 00 0 C(Q2).
La idea principal es la aplicacién del Teorema del punto fijo de Kakutani (véase Lions [31], [33], Henry [24], Fabré,
Puel and Zuazua[l9], Diaz [8] y Diaz and Ramos [16] para otros resultados relativos). Notese que este resultado es
aplicable al caso particular del modelo de Budyko en el que g(y) = By pero sin embargo la condicién (17) no es
satisfecha para el modelo de Sellers model. Atn més preciso, es posible mostrar (Diaz (8], {10]) que si suponernos

gly) =Nyl 'y paray € Ry para algin A>0yp> 1 (18)

entonces aparece un fendmeno de obstruction: supongamos que dw vertlica la condicién de la esfera tangente exterior
¢ interior. Seayp € L%(€)). Entonces existe una funcién Y., € C([0,T] x (Q—®)) tal que para todo v € L2((0,T) x w)
la solucién correspondiente y(t,x;v) verifica que

[y(t, z;v)| £ Yoolt, ) para (¢, 2) € (0,7 x (Q —w).
La funcidén de obstruccidn Y, puede ser construida tal que

Yoo(t,2) = +oo  sobre (0,7) x dw
“@é}:f(t,fb‘) =0 sobre (0,7) x 9.

En consecuencia, la condition (18) implica que el problema (F,,) (en general) no puede ser controlable aproximadamente

pues si |yq(x)| > Yoo (T, @) en casi todo punto = sobre un subconjunto de medida positiva D de §{} — @ entonces, para
todo v € L2((0,7) X w)

lu(T5v) = yallneey 2 Yool Ty ) — vall 220y

y asi, si € > 0 es suficientemente pequefio es imposible elegir v de manera que se satisfagan la propiedad requerida.
Debido a la relevancia del modelo de Sellers, se plantea una cuestién natural: jes posible mostrar la controlabilidad
aproximada para el problema F,, en una clase més pequefia de estados deseados 47

La respuesta es positiva (Dfaz [11], [12]). Para explicitar el resultado es cémodo simplificar atin més el problema
en consideracién limitandonos al problema

Y — Ay + Ayl %y =vx, en (0,T) xQ,

(F){ =0 sobre (0,7") x 89,
4(0,-) = vo(") sobre {1



En primer lugar, conviene introducit las functiones de obstruction mejoradas Y o, Yoo € C((0,T] x @ — @). La
funcién Y ., es obtenida como la solucién débil (supuesto iy € L*(€2)} del problema

Y, —AY +MNY[P2Y. =0 en (0,T)x (0—a@),

Y =~ sobre (0,77 X dw,
%;fl = sobre (0,7 x 99,
Y (0,9 =wo() sobre {2,

e Voo satisface las mismas condiciones salvo que ahora Yoo = +00 sobre (0,T) % dw. Tras esto ya se puede enunciar
el resultado de controlabilidad aproximada restringida: Sean yo € C({)) y € > 0 dados. Sea yq € C(£2) tal que

Y (T, 1) — € <ya() < Voo T,z) +¢ Y2 eQ—w (19)
Entonces, para todo existe v, € C'([0,T] x @) tal que si »(t : v} es la solucién correspondiente de (F,) se tiene que
(T ve) = vallo@ < e (20)

Notese que la hipétesis (19) es optima en el sentido de que si v, es tal que se verifica (20), entonces por el principio
de comparacién

Y (1) <ylt,z:v) < Veolt,r) Y(t,z) €[0,T] x (Q —©)

con lo que

Y () —e<y(lz:ve) —e Syala) Sy(T,2 :ve) + € < Yoo (T, 3) + ¢

y necesariamente se tiene (19).
Para concluir, haremos alusién a unas recientes experiencias numéricas sobre la aproximacién numérica del control

v antes mencionado (Diaz y Ramos [17]). Para no complicar técnicamente la exposicién nos limitaremos al caso del
problema unidimensional

Ye — Yzz + g(y) = 0(£)6(0) en (0,T) x (—1,1),
P(u) JEEL B =0 i€ (0,), (1)
4(0, ) = y°(x) sobre (—1,1),

donde g es una funcién continua no-decreciente, v(t) es el control buscado y 6(0) es la distribucién Delta de Dirac
en © = 0 {en realidad, para evitar complicaciones adicionales, conviene remplazar la localizacién en el origen por
el caso de un pequefio infervalo w a su alrededor). Aqui, T' est4 arbitrariamente fijado e 3" es una funcién dada (
y® € C%([-1,1])). Para el andlisi numérico del control, se aproximard (cuando k& — oo) éste por una sucesion de
solucicnes wy, del problema de control dplimo penalizado en el que los controles vy se obtenen minimizando el funcional

Tu(v) = ollpzo,ry + FIW(T 2 0) = vall g 1,5 - (22)

(la convergencia rigurosa no es totalmente conocida: véanse los resultados parciales de Lions [32] y Ferndndez y Zuazua
[20]). Las functiones de obstruction mejoradas, Yioo, satisfacen ahora

Yo — Y +g(y):0 en (07T) X (—1?1)1
P(+oo) ¢ y(£1,t) =0, y(0,t) = oo t€(0,T), (23)
y(0,z) = y%(z) sobre (—1,1).

Su existencia estd asegurada sélo si ¢ es superlineal, pese a que, curiosamente, la solucién del problema de control
éptimo (22) posea siempre una solucién v para toda funcién continua no-decreciente g, independientemente de si g
¢s superlineal o no..

Nuestros resultados numéricos muestran que, para & fijo, el coste "minimal” Ji(v) (y la norma del control éptimo
vy, ) para una funcién superlineal g se hacen mucho mayores si (19) no es satisfecha. Para mds detales véase Diaz y

Ramos ([16]).

b
Numerosos cuestiones matemadticas para esta clase sencilla de modelos esperan atn respuesta pero el reto mas
ilusionador es de analizar si los resultados anteriormente expuestos siguen siendo vélidos para modelos méds complejos.
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