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Poner en relacion algo tan complejo y heterogéneo como el clima con una ciencia
tan aparentemente intolerante con la imprecisién como las Matemaéticas podria
parecer, a primera vista, un empeiio artificial e injustificado. Nada mas lejos de la
realidad. Los modelos matematicos (a veces denominados modelos numéricos por
su predominante componente computacional) son los responsables de formular
las leyes fisicas que rigen las variaciones de las distintas variables que configuran
el clima. Gracias a esos modelos el hombre es capaz hoy dia de predecir, con
notable éxito, tanto el tiempo que hara en los préoximos dias, amortiguando asi
los efectos de las posibles catastrofes naturales, como analizar las consecuencias
negativas de la acentuacion del efecto invernadero por la polucién atmosférica.
Estos modelos permiten también mirar al pasado y reconstruir situaciones
climaticas de las que sélo tenemos muy limitados datos. Ese uitimo objetivo,
ademas de poseer un gran interés en si mismo, es de gran utilidad para la
validacion de los modelos y mejorar su fiabilidad.

ero (qué tipo de mateméticas
Pesté presente en el estudio del

clima? El bagaje requerido para
penetrar en el mundo matemdtico y la
limitada extensién de estas lineas nos
sugieren abordar la respuesta sin entrar
en detalles técnicos pero indicando, al
menos, las palabras clave desde las que el
lector interesado podria reconstruir un
camino que quizds no esté exento de
alguna dificultad pero sin duda estd
repleto de satisfacciones intelectuales.
| Nada mejor que comenzar sefalando
| que la interaccién entre climamatologia
y matemdticas no es exclusiva de nues-
tra época en la que los ordenadores han
revolucionado la aplicabilidad de las
mateméticas. Asi, por ejemplo, el tema
propuesto por la Academia Francesa de
Ciencias para el Premio de Matematicas
de 1738 versaba sobre la causa del flujo y
reflujo del mar resultando premiados D.
Bernoulli, L. Euler y C. MacLaurin.
Tgualmente, el Premio de Mateméticas
de la Academia de Ciencias de Prusia
del afio 1746 fijaba como tema la causa
general de los wvientos siendo, esta vez,
premiado J. d'Alembert.

Por otra parte, P S. de Laplace, escri-
bia en 1772: «Se pueden reconocer vy
determinar por un gran mimero de obser-
vaciones, incluso poco precisas, las leyes y
las causas de fendmenos de los cudles es
imposible obtener las expresiones analiticas
como, por ejemplo, los efectos del calor
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solar sobre la atmésfera, la produccion de
vientos alisios y monzones, vy las variacio-
nes regulares, sean diwrnas, anuales, del
barémetro o del termémetro». Finalmen-
te, J. Fourier, se anticipaba a un punto
de vista que responde al enfoque ecolé-
gico de nuestros dias al afirmar en 1824:
«El establecimiento y el progreso de las
sociedades humanas, la accién de las fuer-
zas naturales, pueden cambiar notable-
mente y dentro de grandes regiones, el esta-
do de la superficie del suelo, la distribucién
de las aguas y los grandes movimientos del
aire. Dichos efectos son capaces de hacer
variar el grado de calor medio a lo largo de
varios siglos».

La interacciéon entre
climatologia y matematicas
no es exclusiva

de la época de los
ordenadores

El punto de vista de Fourier fija su
atencién no ya en la prediccién a corto
plazo de tiempo, lo que hoy dfa se nos
ofrece en los telediarios y periédicos,
sino en las variaciones de clima a més
larga escala de tiempo: decenas de afios,
siglos e incluso miles de afios. Es claro
que esa diferencia de objetivos (que dis-
tingue a la Meteorologfa de la Climato-
logfa) se ha de traducir en una clara dife-

rencia en los modelos matematicos utili-
zados en uno y otro caso.

La prediccién a corto plazo de tiempo
requiere disponer de una informacién
expresable en cantidades numéricas lo
més precisas posible de cada una de las
variables climaticas: temperaturas terres-
tres y marinas a diferentes alturas y pro-
fundidades, direccién e intensidades de
las velocidades, isobaras de los fluidos
(«cielos y mares») que nos rodean, pro-
piedades quimicas de sus componentes
(salinidad, concentraciones de gases),
etc. Son los modelos denominados gené-
ricamente de Circulacion General. Los
algoritmos o modelos discretos que son
introducidos en los més potentes ordena-
dores disponibles del momento se obtie-
nen al reemplazar por sistemas de ecua-
ciones discretas las numerosas ecuaciones
en derivadas parciales no lineales acopladas
entre si (las magnitudes en estudio
dependen de varias variables espaciales y
del tiempo y la «regla de tres» deja de ser
aplicables en este contexto).

La posibilidad de prediccién del
tiempo, con todas sus posibles limitacio-
nes, es uno de los grandes triunfos de
parcelas fundamentales de la matem4ti-
ca como son el Andlisis Numérico y la
Computacién. No es extrafio que el
nombre de un meteorélogo, como L.E
Richardson, aparezca irremisiblemente
en los textos de Anélisis Numérico por
sus investigaciones, en la segunda déca-




|
da del siglo, sobre los llamados esquemas

explicitos e implicitos. Tampoco es de
extrafiar que una figura tan singular
como la de ]. von Neumann, autor de
contribuciones que cimientan la mate-
matica pura de este siglo, esté también
unido a este éxito. El 31 de enero de
1949 el potente ordenador ENIAC dise-
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fiado por €l y los algoritmos numéricos

de von Neumann y el meteorélogo ].G.
| Charney fueron capaces de pronosticar,
con 24 horas de antelacién, una gran
tormenta sobre el noroeste de Estados
Unidos, lo que constituyé un hito en la
historia de la Meteorologfa.
| Pero las técnicas mas sofisticadas del
| Andlisis Numérico y de la Computacién

se quedarfan en meros fuegos de artificio

si no fuese por la existencia de un mode-
lo continuo que formule las leyes fisicas
que rigen el comportamiento de las
variables climéticas. Esos modelos sue-
len acoplar las famosas ecuaciones de
Navier-Stokes con la de |a energfa térmi-
ca y otras ecuaciones de difusién de los
componentes quimicos, etc. Ademas, es
imprescindible dar una informacién
complementaria sobre lo que esté ocu-
rriendo en el instante inicial y lo que
ocurre en todo instante sobre el contor-
no de la regién espacial analizada. Hace
tan sélo unos anos que se ha podido
demostrar con todo rigor que esos
modelos estdn «moderadamente» bien
planteados pese a su enorme compleji-
dad y a la imposibilidad de resolucién
mediante férmulas explicitas. El estudio
de esas cuestiones esta ligado al Andlisis
Matemdtico de los modelos y constituye
un cuerpo de doctrina conocido como
Teoria de Ecuaciones en Derivadas Parcia-
les o de Ecuaciones Diferenciales Ordina-
rigs (cuando las incégnitas no dependen
mas que de una variable real). Existe
incluso una teorfa matematica que ana-
liza la situacién realista de problemas con
datos incompletos™®

Por otra parte, analizando la depen-
dencia continua de las variables clim4ti-
cas respecto de los datos iniciales fue
como el meteorélogo E.N. Lorenz popu-
larizé, a partir de sus trabajos de 1960,
la Teoria del Caos Determinista de los sis-
temas dindmicos no lineales que se presen-
ta en ciencias tan dispares como la eco-
nomia, biologfa, etc.’) Es el «efecto
mariposa» que hasta ha servido de titu-
lo para una reciente pelicula espafiola.

Pero si antes se ha tenido la precau-
cién de utilizar el término «moderada-
mente» bien planteados es porque, por
increible que parezca, en la fecha en la
que se escribe este articulo, no se cono-
ce si hay unicidad de soluciones, es decir
si hay un dnico comportamiento de
esas variables a partir de los datos ini-
ciales y de contorno o por el contrario
hay miltiples comportamientos posi-
bles. Un problema abierto que no des-
merece un 4pice, por su trascendencia
y dificultad, del recientemente resuel-
to problema de Fermat.

Otra fructifera interaccién entre
matematicas y clima radica en el estudio
del comportamiento, cuando el tiempo
tiende a infinito, de las soluciones de un
sistema dindmico no lineal. En el caso
de la meteorologia el sistema dindmico
asociado tiene infinitos grados de libertad.
Uno podtia imaginar que el conjunto de
todos los estados de equilibrio, solucio-
nes periédicas, etc., alcanzados (el atrac-
tor maximal) depende también de un
namero infinito de pardmetros pero se

sabe que en este caso no es asi: el con-
junto tiene una dimensién fractal (intro-
ducida por B. Mandelbrot como una
modificacién de la dimensién de Haus-
dorff) finita. Ademss, la Teoria de las
variedades lentas utilizada en Meteorolo-
gia para la asimilacién de datos ha sido
extendida a un 4mbito matematico
mucho mas general (las variedades iner-
ciales) para mostrar que la transicién al
atractor maximal, cuando el tiempo
tiende a infinito, no se hace homogéne-
amente, sino que hay «modos» mucho
més rapidos que otros y que definen la
pauta de la evolucién temporal®

El problema de

la unicidad de soluciones
es del mismo rango

de dificultad que el
problema de Fermat

Los modelos matemadticos en Clima-
tologfa no pretenden el pronéstico exac-
to sino diagndsticos cualitativos. La
escala temporal es mucho mayor. Como
se suele decir, «los arboles no dejan ver
el bosque» y es aconsejable acudir a sim-
plificaciones de los modelos de circula-
cién general. Una de las aportaciones
més singulares y pioneras se debe al
astrénomo yugoslavo Milutin Milanko-
vitch (1879-1958): el primero en com-
pletar una teorfa climatica de las glacia-
ciones del Pleistoceno calculando los
elementos orbitales y los subsiguientes
cambios en la insolacién y en el clima.®®
La principal contribucién de Milanko-
vitch fue analizar la radiacién solar a
diferentes latitudes y en distintas esta- |
ciones con un enfoque matematico,
produciendo tabulaciones y mapas de
gran detalle. Su teoria se basaba en que
aunque la energfa emitida por el Sol se
mantuviese constante, la variacién de
los parametros orbitales originarfa cam-
bios fundamentales en la distancia y
orientacién relativas entre la Tierra y el
Sol, lo que podria justificar los ciclos de
glaciaciones pasadas.

A grandes rasgos, y para mencionar
algunos de los métodos mateméticos de
la Mecdnica Celeste que utilizé Milanko-
witch, hemos de recordar que los datos
orbitales se obtienen a través de la ley de
atraccién universal de Newton y que Gni-
camente en el caso del llamado proble-
ma de los dos cuerpos (solo dos astros en
interaccién) se posee una solucién exac-
ta que permite demostrar rigurosamente
las famosas tres leyes de Kepler (obteni-
das por éste Gnicamente de manera
empirica). Los llamados métodos de per-

turbaciones son los m4s usuales para
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abordar el problema de los tres cuerpos. El
portentoso trabajo de Milankovitch
consisti6 en elaborar tablas muy detalla-
das sin el apoyo de las facilidades de
computacién que disponemos hoy dia.
No sobra sefnalar que, pese al enorme
potencial computacional actual, la cues-
tién de la estabilidad del sistema planetario
constituye otro de los grandes proble-
mas matemdticos que ain no han sido
completamente resueltos. Para su estu-
dio, H. Poincaré introdujo las llamadas
soluciones cuasi-periédicas (soluciones
constituidas por la suma de funciones
trigonométricas de frecuencias raciona-
les desacopladas entre sf). Posteriormen-
te A. Kolmogorov conjeturé que la
mayoria» de las soluciones del problema
de los tres cuerpos eran cuasi-periédicas,
hecho que fue mostrado bajo hipétesis
adicionales por V.I. Amold y ]. Moser,
en los afos sesenta, dando lugar a una
compleja teorfa que hoy es conocida
como teoria KAM.

Los modelos de balance
de energia reflejan

las variaciones

de parametros solares
y terrestres

Los estudios sobre las repercusiones
de la variaciones de la funcién de insola-
cién son ahora més precisos que los ela-
borados por Milankovitch. No sélo por
las disponibilidades computacionales ni
por las mediciones de satélites puestos en
Srbita con esos fines (como el Earth
Radiation Budget Satellite) sino también
por los progresos realizados en una més
correcta modelizacién. Los modelos ma-
temdticos mas utilizados en la actualidad
son los denominados Modelos de Balance
de Energia. Su principal caracteristica es
la de analizar la sensibilidad de la tempe-
ratura frente a pequefias variaciones de
pardmetros solares o terrestres. Aprove-
charemos su mayor simplicidad para dar
una idea de las distintas etapas en el pro-
ceso de modelizacion matemdtica.

Existe toda una jerarquia entre esa
familia de modelos comenzando en su
nivel mas elemental por los llamados
modelos cero-dimensionales (a veces
denominados modelos «juguete») en los
que la incdgnita es la temperatura pro-
mediada globalmente y por tanto Gnica-

Climatology and
Environment, NATO
AS] Series, Springer,
Berlin. 1997.

(8)

G.R. North, J.G.
Mengel y D.A.
Short: J. Geophys.
Res., 88. 6576-6586.
1983.

mente dependiente del tiempo. Una
segunda clase lo forman los llamados
modelos difusivos unidimensionales intro-
ducidos en 1969 por M.L. Budyko y W.D.
Sellers de forma independiente. En ellos
la incognita es un cierto promedio local
(en el tiempo y en el espacio) de la tem-
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peratura superficial que conduce a una
incognita ahora dependiente del tiem-
po y de la latitud. Si se afiade la depen-
dencia respecto de la longitud se obtie-
nen los modelos bidimensionales. En ese
caso la incognita est4 definida sobre la
superficie terrestre que suele ser mode-
lizada mediante una superficie esférica
0 mas en general, sin condiciones de
simetrfa, por una variedad Riemanniana
compacta y sin borde. Las herramientas
de Geometria Diferencial se hacen aqui
indispensables para poder definir pro-
piamente los operadores diferenciales:
gradiente, divergencia, laplaciano,
rotacional, etc.

Un hecho comiin a esa clase de
modelos es su formulacién a partir de un
balance de energia en la superficie de la
Tierra: incremento de calor = R -R +D,
donde R y R modelizan las componentes
internas del sistema climdtico y represen-
tan respectivamente la energia de radia-
cién (de onda corta) absorbida y la ener-
gia de radiacién (infrarroja de gran lon-
gitud de onda) emitida por la superficie
terrestre. D representa la redistribucién
de calor dada mediante un operador (de
difusién) diferencial de segundo orden.

Para construir el modelo necesitamos
una incognita que en esta caso va a ser
la distribucién de la temperatura sobre
la superficie terrestre u(x,t) como fun-
cién del punto de la superficie x y del
instante t. Una vez definida la incognita
debemos «cerrar el modelo» relacionan-
do cada uno de los términos del balance
anterior con la incégnita u. El incre-
mento de calor viene dado por el pro-
ducto de la capacidad calorifica c(x,t) por
la derivada temporal u (x,t) de la tem-
peratura. La energfa absorbida por la
atmésfera R depende del «color» de la
superficie: mas concretamente del coal-
bedo planetario b que representa la frac-
cién de la energfa recibida que es absor-
bida por la superficie y toma valores
comprendidos entre O y 1. Las zonas
cubiertas de hielo reflejan més la luz
solar que en los océanos y por tanto el
coalbedo es mayor en estas ultimas. Se
observa que alrededor de las interfases
que separan los casquetes polares exis-
ten zonas muy préximas con coalbedos
muy diferentes. En los modelos de
balance de energia se consideran expre-
siones para el coalbedo que varian brus-
camente en un entorno de la tempera-
tura en la que el hielo adopta el color
blanco y que usualmente se toma como
u=-10 °C. Por tanto podemos suponer
que b es una funcién pricticamente
constante de la temperatura pero con
un cambio brusco cuando u=-10. Las
nieves perpetuas de las altas montanas
conducen a suponer también que b

depende del punto x, por lo que final-
mente se supone que b=b(x, u(x,t)).
La energia absorbida viene dada por
R =QS(x,t)b(x, u) donde S(x,t) es la
funcién de insolacién y QQ es una cons-
tante denominada constante solar®.

La funcién de insolacién es clara-
mente una funcién de la latitud y su
calculo en épocas pasadas fue la gran
aportacién de Milankovitch.

La superficie de la Tierra y la atmésfe-
ra, calentadas por el Sol, emiten calor en
forma de radiacién infrarroja de grandes
longitudes de onda R . Esta energia libe-
rada por la Tierra puede venir represen-
tada por la ley de enfriamiento de Newton
(R, () =B(x,)u+C(x,t)) 0 més en gene-

ral por la ley de Stefan-Boltzman |

R, (u) =e(x,t)u* donde ahora u se expresa
en grados Kelvin y donde e(x,t) repre-
senta un coeficiente de emisién que se
supone positivo y puede depender del
lugar y del tiempo. Los coeficientes
B(x,t), C(x,t) y e(x,t) dependen de
manera esencial de la concentracién de
los gases de invernadero. Su correcta
parametrizacién es uno de las dificulta-
des mayores de la modelizacién. La difu-
sién de calor D, segiin convenios bien
aceptados, viene dada por D=div(kVu)
con k=k(x,t) >0. La ecuacién resultan-
te es pues del estilo de cu - div(kVu) +
Bu+C= QS(x,t)b(x,u).

La multiplicidad

de estados de

equilibrio muestra

la riqueza de los modelos

El estudio de esta clase de ecuacio-
nes ha sido llevado a cabo por diferentes
autores? analizando también la estabili-
zacién de soluciones hacia los estados de
equilibrio o soluciones de la ecuacién
estacionaria asociada, ~div(kVw)+
Bw+C= QS(x)b(x,w). Una peculiari-
dad de estos modelos es que dependien-
do del valor de la constante solar (Q pue-
de haber uno o més de un estado de
equilibrio. La curva de bifurcacion de
soluciones tiene forma de «ese» y se pro-
duce un fenémeno de histéresis cuando
QQ varfa pues las soluciones estables
sufren cambios discontinuos con QQ al
modo de la Teoria de las Catdstrofes de
René Thom.

Como yva se apunté anteriormente,
una detallada informacién sobre la
variabilidad de la funcién de insolacién
S(x,t) conduce a la justificacién mate-
mitica de las conjeturas de Milankovitz
sobre las variaciones pasadas del cli-
ma®. A veces se acude a introducir tér-
minos no deterministas para tener en
cuenta procesos de dificil modelizacién




como, por ejemplo, las erupciones vol-
cénicas. El modelo pasa a ser ahora una
ecuacibén estocéstica en derivadas par-
ciales en la que aparece un término fuen-
te que viene dado por un campo aleato-
rio dependiente del tiempo (aparece asf
el espacio de las series temporales) @
Otro tipo de modelos matematicos
de utilidad para la reconstruccion de cli-
mas pasados es el que se refiere a mode-
los escalares de casquetes polares en los

espectro climatico que se corresponde
con la oscilacién periédica de la excen-
tricidad de la 6rbita terrestre('D.
Modelos casi tan complejos como los
de circulacién general permiten analizar
la variabilidad de la salinidad oceénica
en largos periodos de tiempo y también
han sido utilizados para la justificacién
de las glaciaciones. La condicién nece-
saria para la formacién de una glacia-
cién de que los veranos sean adecuada-
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Modelos casi tan complejos como los de circulacion general permiten analizar la
¥/ bariabilidad de la salinidad ocednica en largos periodos de tiempo y también han
sido utilizados para la justificacion de las glaciaciones.

que la dindmica de las masas de hielo es
estudiada a partir de las leyes de con-
servacién para fluidos no-Newtonianos
junto a la aproximacion de capas poco
profundas tipica de cuando la altura es
mucho menor que las otras dimensio-
nes. Ese tipo de modelos ha conducido
a una gran concordancia entre los
resultados sobre el volumen de hielo
estimados en diferentes épocas pasadas
y los registros isotépicos geoldgicos dis-
ponibles'©,

Modelos mas sofisticados, acoplando
las ecuaciones de la temperatura super-
ficial con las del volumen de hielo v las
de la elasticidad del manto que soporta
las masas de hielo han logrado justificar
la periodicidad de 100.000 afios en el

mente frios en el hemisferio Norte se ha
puesto en entredicho pues algunos gla-
ciares de montana apuntan hacia el Sur.
La respuesta puede estar en variaciones
de la salinidad y de las corrientes mari-
nas profundas que recorren los océanos
alterando drésticamente su comporta-
miento. Estudios numéricos de este tipo
de modelos muestran, de nuevo, multi-
plicidad de estados de equilibrio y dia-
gramas de bifurcacién respecto un cier-
to pardmetro, con forma de «ese» que
sugieren fenémenos de histéresis!!?.
Para concluir es obligado referirenos
a la accién del hombre sobre el clima.
El gran debate se centra en la cuestién
de si las consecuencias negativas de las
emisiones producidas a lo largo de los

Gltimos siglos son ya irreversibles o por
el contrario existe alguna via de reposi-
cién del equilibrio natural existente
previamente. El tema no es ajeno a
experiencias a una escala mucho menor.
As{, algunos aficionados al fatbol segu-
ro que se quedaron sorprendidos cuan-
do leyeron el titular de prensa en la
pagina de deportes de uno de los diarios
de mayor tirada nacional, el pasado 13
de mayo, «El alcalde de Mosct ordend

La conjetura sobre

la posibilidad de modificar
el clima mediante posibles
acciones humanas sobre
el albedo terrestre se
debe a J. Neumann

quitar las nubes». La noticia hacfa refe-
rencia a como el alcalde de esa capital,
Y. Luzhkov, ordené al Servicio Meteo-
rolégico de su pafs despejar las nubes de
modo que la final de la Copa de la
UEFA, que se celebraria horas después

en el estadio Luzhniki de su ciudad lle- |

gara con brillantez a todas las panralla
de Europa. Dos horas antes del partido
varios aviones y helicopteros arrojaron
reactivos especiales sobre las nubes
logrando sus pretendidos fines. Despe-
jar y, su efecto contrario, sembrar nubes
son ejemplos de acciones controladas
(aunque costosas) que han mostrado su
eficacia desde los trabajos del Premio
Nobel I. Langmuir a mediados de los
afos cuarenta. La conjetura sobre la
posibilidad de modificar el clima
mediante posibles acciones humanas
sobre el albedo terrestre se debe a J. von
Neumann, quien la formulé en 1956,
pero no ha sido atn probada ni siquiera
sobre modelos matemdticos mediana-
mente complejos. Las normativas mun-
diales sobre las emisiones permitidas
para gases de efecto invernadero que se
acuerdan en cumbres como la de Kyoto
pueden ser también entendidas como
medidas de control introducidas por el
hombre con la esperanza de modificar, y
al menos no aumentar, las alteraciones
nocivas introducidas desde [a aparicién
de la sociedad industrial. La justifica-
cién matemdtica de esas posibles accio-
nes y sus repercusiones sobre una reali-
dad tan compleja son temas punteros
de la investigacion actual en Teoria de
Control, Optimizacién v Teoria de Juegos:
parcelas importantes de la matematica,
tanto por su riqueza cientifica como por
su gran aplicabilidad a muchas otras
ciencias experimentales y sociales!?

J1D.m
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